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Die Modellierung von Zinsrisikofaktoren
in einem Value-at-Risk-Modell

1. Einleitung

Seit dem 1. Januar 1998 miissen die Banken nicht
mehr nur Kreditrisiken, sondern auch gewisse
Marktrisiken mit Eigenkapital unterlegen. Diese
Neuregulierung ging vom BASLER AUS-
SCHUSS FUR BANKENAUFSICHT, einem
Gremium der Bank fiir Internationalen Zahlungs-
ausgleich, aus (BASLER AUSSCHUSS FUR
BANKENAUFSICHT (1996a,b)). In der Schweiz
wurden die entsprechenden Bestimmungen in der
Verordnung iiber die Banken und Sparkassen
(BankV)[1] sowie dem Rundschreiben 97/1 der
Eidgenossischen Bankenkommission (EBK-RS
97/1)[2] umgesetzt. Unter Marktrisiken versteht
man die potentiellen Verluste auf Finanzanlagen
aufgrund von Anderungen deren wertbestimmen-
den Faktoren, ndmlich Zinssdtzen, Aktienkursen,
Wechselkursen und Rohstoffpreisen. Zins- und
Aktienkursrisiken sind nur auf den Handelsbe-
stinden der Bank (trading book) zu erfassen, wo-
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gegen Wechselkurs-, Gold- und andere Rohstoff-
preisrisiken auf sdmtlichen Bankpositionen (tra-
ding und banking book) ermittelt werden miissen
(Art. 121, Abs. 1 BankV). Zur Bestimmung der
fiir die Unterlegung der Marktrisiken notwendigen
Eigenmittel sind zwei Verfahren zulissig, das
Standard- sowie das Modellverfahren (sogenannte
bankinterne Modelle). Wihrenddem beim Stan-
dardverfahren die Ermittlung des zu unterlegen-
den Eigenkapitals detailliert geregelt ist, werden
fiir interne Modelle nur Minimalstandards aufge-
stellt. Im wesentlichen muss ein internes Modell
taglich den Value at Risk (VaR) der relevanten
Bankpositionen ermitteln und zwar fiir ein Konfi-
denzniveau von 99% und eine Halteperiode von
zehn Tagen. Der so spezifizierte VaR ist der ma-
ximale Verlust, den die Bank auf ihren Positionen
mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% iiber die
nichsten zehn Handelstage nicht iiberschreiten
wird. Basierend auf diesem maximalen Verlust
werden die zu unterlegenden Eigenmittel wie folgt
festgelegt (Art. 120, Abs. 2 BankV): Die erfor-
derlichen Eigenmittel entsprechen dem hoéheren
der zweit folgenden Betrige:
I. Dem VaR des Vortages
2. Dem Durchschnitt der tidglichen VaR der vor-
angegangenen sechszig Handelstage, multipli-
ziert mit dem institutsspezifischen Multiplika-
tionsfaktor. Der Multiplikationsfaktor liegt
zwischen drei und vier und hingt u.a. von der
mit einem Backtesting evaluierten Prognose-
genauigkeit des Modells ab.
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Abbildung 1: Bausteine eines VaR-Modells

Marktrisikofaktoren

Bewertungsmodell in Abhingigkeit
der Marktrisikofaktoren

Verteilung der Wertdnderungen des Assets / Portfolios
(P&L-Verteilung)

Value at Risk

Backtesting

Ein internes Modell zur Berechnung des VaR be-
steht aus den in Abbildung 1 dargestellten Bau-
steinen. Zunidchst sind die Marktrisikofaktoren
sowie deren Verteilung iiber die Halteperiode
festzulegen. Weiter ist fiir jede Position ein Be-
wertungsmodell in Abhéngigkeit der Marktrisi-
kofaktoren zu formulieren. Von diesen beiden er-
sten Bausteinen kann auf die Verteilung der Wert-
dnderungen des Portfolios, die sogenannte Profit
& Loss (P&L)-Verteilung, geschlossen werden.
Dies ist der zentrale Baustein, denn daraus wird
direkt der VaR als 99%-Quantil abgelesen. Abge-
schlossen wird das VaR-Modell durch ein Backte-
sting-Verfahren, mit dem die Qualitit der VaR-
Berechnungen iiberpriift wird, woraus der insti-
tutsspezifische Multiplikationsfaktor —abgeleitet
wird. Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die
Modellierung der Verteilung der Risikofaktoren
zinsabhéngiger Positionen.

Im Gegensatz zu Aktien, Fremdwihrungs- oder
Rohstoffpositionen ist es nicht eine einzelne

Grosse, die den Marktwert zinsabhingiger In-
strumente bestimmt. Vielmehr beruht dieser auf
der gesamten Zinskurve, d.h. den Zinssétzen aller
Restlaufzeiten. Bei der Berechnung des VaR fiir
Zinspositionen ist somit nicht ein einzelner, son-
dern eine Vielzahl von Risikofaktoren relevant.
Entsprechend legt die Eidgendssische Banken-
kommission (EBK) fest, dass die Zinskurve in ei-
nem internen Modell im Minimum durch sechs
Laufzeitenbidnder zu beschreiben ist. Zinssitze
verschiedener Laufzeiten zeichnen sich dadurch
aus, dass ihre Verdnderungen stark korrelieren.
Die EBK lasst die Beriicksichtigung der Korrela-
tionen zwischen den Zinsidnderungen verschiede-
ner Laufzeiten zu, gibt deren Modellierung jedoch
in keiner Weise vor. Die Ergebnisse der empiri-
schen Finanzmarktforschung zeigen, dass sich die
Korrelationen wie auch die Varianzen der Zins-
dnderungen im Zeitablauf indern; BUHLER/ZIM-
MERMANN (1996) zeigen dieses Phinomen fiir
schweizerische und deutsche Zinssitze auf. Einfa-
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che Verfahren zur Modellierung zeitabhingiger
Varianzen und Korrelationen beruhen auf (ge-
wichteten) gleitenden Durchschnitten.[3] Eine Al-
ternative dazu bildet die auf ENGLE (1982) und
BOLLERSLEV (1986) zuriickgehende Klasse
von GARCH-Modellen. GARCH steht fiir Gene-
ralized Autoregressive Conditional Heteroskeda-
sticity; eine Ubersicht iiber verschiedene GARCH-
Modelle findet sich beispielsweise bei BOL-
LERSLEV/ENGLE/NELSON (1994). Insbeson-
dere fiir die Beschreibung zeitabhingiger Varian-
zen werden univariate GARCH-Modelle erfolg-
reich eingesetzt; z.B. schitzt WASSERFALLEN
(1997) fiir verschiedene schweizerische Finanz-
marktvariablen solche Modelle. Im hier vorliegen-
den Fall mehrerer Risikofaktoren ist die Dynamik
einer Varianz-Kovarianz-Matrix zu modellieren,
wozu multivariate GARCH-Modelle herangezo-
gen werden (siehe z.B. ENGLE/KRONER (1995)
oder ENGLE/MEZRICH (1996)). Hierbei stellt
sich jedoch das Problem, dass diese bei hoher Di-
mension empirisch kaum schitzbar sind. Um mul-
tivariate GARCH-Modelle einsetzen zu konnen,
muss die Anzahl der Zinsrisikofaktoren also mog-
lichst gering gehalten werden. Dies gelingt mit
Hilfe einer Faktoranalyse der Zinskurvendynamik,
deren Verwendung aufgrund der EBK-Vor-
schriften grundsitzlich zuldssig ist.

Seit der Arbeit von LITTERMAN/SCHEINK-
MAN (1991) hat der Einsatz von Faktoranalysen
zur Reduktion der Anzahl der Zinsrisikofaktoren
breite Akzeptanz gefunden; fiir die CHF-Zins-
kurve fiihren etwa BUHLER/ZIMMERMANN
(1996) und TOBLER (1996) Faktoranalysen durch.
Dabei werden mit einem rein statistischen Verfah-
ren Grossen, sogenannte Faktoren, bestimmt, die
einen Grossteil der Zinskurvendynamik zu erkli-
ren vermogen. Die Erfahrung zeigt, dass mit zwei
oder drei Faktoren anstelle von sechs oder mehr
Zinssitzen die beobachtete Zinkurvendynamik gut
erkliarbar ist. Mit Hilfe so bestimmter Zinsrisiko-
faktoren kann der empirisch beobachteten Zeit-
abhingigkeit der Varianzen und Korrelationen der
Zinsdnderungen mit einem bivariaten bzw. triva-
riaten GARCH-Modell Rechnung getragen werden.

Im vorliegenden Papier stellen wir ein VaR-
Modell fiir Zinsrisiken vor, das auf zwei Risiko-
faktoren beruht, die mit einer Faktoranalyse be-
stimmt werden. Die Zeitabhingigkeit der beding-
ten, d.h. fiir die nichste Halteperiode von zehn
Tagen geltende Varianz-Kovarianz-Matrix dieser
Risikofaktoren beschreiben wir mit einem biva-
riaten GARCH-Modell (Faktor-GARCH-Modell).
Es zeigt sich, dass die bedingte Korrelation zwi-
schen den beiden Zinsrisikofaktoren markant von
Null verschieden ist und im Zeitablauf grossen
Schwankungen unterliegt. Dies obwohl die Zinsri-
sikofaktoren auf lange Sicht, d.h. in ihrer unbe-
dingten Verteilung, per Konstruktion unkorreliert
sind.[4] Mit einer Monte Carlo Simulation wird
untersucht, inwieweit das Faktor-GARCH-Modell
in der Lage ist, dic empirische Verteilung der
Zinsveranderungen abzubilden. Zu Vergleichs-
zwecken wird dem Faktor-GARCH-Modell ein
einfacheres Modell gegeniibergestellt, das von
zeitinvariant normalverteilten, unabhingigen Zins-
kurvenfaktoren ausgeht (Faktor-Normal-Modell).
Mit diesen beiden Modellen werden beispielhaft
Backtestings gemiss den EBK-Vorschriften durch-
gefiihrt. Dabei wird insbesondere zwei Fragen
nachgegegangen, ndmlich wie sich die Zusammen-
setzung des Portfolios auf die Backtesting-
Ergebnisse und damit auf den fiir die Ermittlung
der bendtigten Eigenmittel relevanten Multiplika-
tionsfaktor niederschlagen und zweitens wie sich
die Backtesting-Ergebnisse im Zeitablauf dndern
konnen.

Der Artikel ist im weiteren wie folgt aufgebaut:
Im néchsten Abschnitt wird der sogenannte Vari-
anz-Kovarianz-Ansatz zur Ermittlung eines VaR
fiir Zinsrisiken vorgestellt sowie das Faktor-
Normal- und das Faktor-GARCH-Modell einge-
fiihrt. Im dritten Abschnitt werden die fiir die em-
pirischen Untersuchungen verwendeten Daten be-
schrieben. In Abschnitt vier werden die Resultate
der Faktoranalyse sowie der Schitzung des biva-
riaten GARCH-Modells prisentiert. Im fiinften
Abschnitt wird eine Monte Carlo Simulation des
Faktor-GARCH-Modells und in Abschnitt sechs
werden Backtestings der zwei VaR-Modelle
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durchgefiihrt. In Abschnitt sieben werden Schluss-
folgerungen gezogen.

2. Value at Risk fiir Zinspositionen

Der Value at Risk (VaR) einer Position ist gemiss
BankV der maximale Verlust, der mit einer Wahr-
schemlichkeit von 99% iiber die nichsten zehn
Handelstage nicht iiberschritten wird. Dabei kann
die Position aus einem einzelnen Wertpapier oder
Derivat bestehen oder ein Portfolio verschiedener
Wertpapiere und Derivate sein. Da unser Augen-
merk der Modellierung der Zinsrisikofaktoren gilt,
beschrinken wir uns auf bonitétsrisikofreie, fest-
verzinsliche Anleihen, was uns die Verwendung
eines einfachen Bewertungsmodells erlaubt. Die
P&L-Verteilung kann mit verschiedenen Metho-
den aus der gewihlten Verteilung der Risiko-
faktoren und dem Bewertungsmodell ermittelt
werden. Wir benutzen den sogenannten Varianz-
Kovarianz-Ansatz, der im folgenden vorgestellt

wird; fiir andere Berechnungsweisen sei auf JO-
RION (1997) verwiesen.

2.1 Value at Risk mit Varianz-Kovarianz-
Ansatz

Um das VaR-Konzept einzufiihren, wird in einem
ersten Schritt vom einfachsten Bewertungsmodell
fiir Anleihen, dem Durationansatz, ausgegangen.
Danach ergibt sich die relative Wertidnderung

Apt+1 — P — Py
P P

einer Anleihe ndherungsweise wie folgt aus ihrer
Duration und Verfallrendite:

Ap,,,
P,

~-D-Ar,,, . (1)

Dabei bezeichnet p, den Anleihenpreis im Zeit-
punkt t, D die Modified Duration und Ar, die
Verinderung der Verfallrendite liber die Haltepe-
riode {t,t + 1}. Die Modified Duration gibt die
prozentuale Preisinderung der Anleihe bei einer
einprozentigen Verdnderung ihrer Verfallrendite
an. Gleichung (1) ist eine Approximation des wah-
ren Zusammenhangs zwischen Anleihenpreis- und
Zinskurven-Anderungen. Der postulierte Zusam-
menhang gilt nur exakt falls die Zinskurve flach ist
und sich nur geringfiigig parallel verschiebt; die
Dynamik der Zinskurve ist in der Realitét natiirlich
bedeutend vielfiltiger. Zudem wird mit der ge-
withlten Approximation der Zeiteffekt vernachlis-
sigt: Die Wertidnderung der Anleihe iiber die Hal-
teperiode, die sich bei unverinderter Rendite auf-
grund der sich verkiirzenden Restlaufzeit ergibt,
wird durch die Duration nicht erfasst. Der Vorteil
von Gleichung (1) liegt darin, dass die Zinsrisiken
auf einen Faktor, nimlich die Verfallrendite, redu-
ziert wird.

Um basierend auf dem Bewertungsmodell (1) den
VaR einer Anleihe zu bestimmen, ist fiir die Ande-
rungen der Verfallrendite eine Verteilungsannah-
me zu treffen. Im folgenden wird davon ausge-
gangen, dass die Verfallrendite iiber die Haltepe-
riode normalverteilt ist mit Mittelwert Null und
Varianz 6°:

Ar_, ~N(0,0%). )

Die Varianz iiber die Halteperiode von 10 Han-
delstagen wird hier als zeitinvariant unterstellt,
d.h. sie dndert sich im Zeitablauf nicht. Diese
Annahme widerspricht den oben zitierten Resul-
taten der empirischen Finanzmarktforschung und
wird im weiteren Verlauf deshalb aufgehoben
werden.

Aufgrund der in Gleichung (1) postulierten linea-
ren Abhdngigkeit der Preisdnderungen vom Risi-
kofaktor und der in (2) getroffenen Normalver-
teilungs-Annahme fiir die Verfallrendite sind die
relativen Wertidnderungen der Anleihe ebenfalls
normalverteilt; mit anderen Worten ist die P&L-
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Verteilung der Anleihe normal. In diesem Fall er-
gibt sich der VaR folgendermassen:

A A
VaR, [ptﬂ]: P, Et[ﬁ} —2.33- Std‘l:%}

-(3)

= -p, -2.33-Std{%i}-
P,

Der Erwartungwert El[%} der relativen
P,

Wertidnderungen der Anleihe ist aufgrund der bis-

her getroffenen Annahmen — Vernachldssigung

des Zeiteffektes in Gleichung (1) sowie erwartete

Anderung der Verfallrendite von Null in (2) —

Null. Damit vereinfacht sich die Berechnung des

VaR insofern, als er nur noch von der Standard-

abweichung Stdt[%} abhingt; diese gibt an,
t

i welcher Bandbreite um den Erwartungswert
sich die relativen Wertdnderungen iiber dic Halte-
periode in 68% der Fille bewegen.[5] Der VaR
pro investiertem Franken berechnet sich nun als
einseitiges Konfidenzintervall fiir das gewéhlte Si-
cherheitsniveau von 99% durch Multiplikation der
Standardabweichung mit 2.33. Um den VaR auf
dem gesamten in die Anleihe investierten Betrag
zu erhalten, wird dieser Wert mit p, multipliziert.
Der Zusammenhang zwischen Standardabwei-
chung und VaR bei normalverteilten relativen
Werténderungen ist in Abbildung 2 schematisch
dargestellt.

Abbildung 2: Value at Risk bei normalverteilten Wertinderungen
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Die Standardabweichung der relativen Wertéinde-
rungen der Anleihe ergibt sich aufgrund der ge-
troffenen Annahmen aus Gleichung (1) als

A
Stdl[ pt+1}=
P:

Wird dieses Ergebnis in Gleichung (3) eingesetzt,
so erhalten wir den VaR einer Anleihe durch fol-
gende, einfache Formel:

D*.6*=D-0.

VaRt [pt+1]:_pl -2.33-D-o. (4)

Zur Ermittlung des VaR einer Anleihe oder eines
Anleihenportfolios ist in diesem einfachen Modell
somit nur die Kenntnis der Modified Duration D
sowie der Standardabweichung ¢ der entspre-
chenden Verfallrendite notwendig. Da der VaR
bei diesem Berechungsansatz hauptsédchlich von
der Varianz des Risikofaktors — sowie bei einer
Mehrzahl von Risikofaktoren von deren Kovari-
anzen — abhéngt, nennt sich dieser Ansatz Vari-
anz-Kovarianz-Ansatz.

Die getroffene Annahme, die Zinskurve sei flach
und verschiebe sich iiber eine Halteperiode paral-
lel, wird der Realitét nicht gerecht. Die damit er-
zielte Reduzierung der Zinskurve auf einen Risi-
kofaktor geniigt den Anforderungen der Regulie-
rungsbehtrden deshalb nicht. In den néchsten drei
Abschnitten werden auf einer Faktoranalyse basie-
rende Modellierungen der Zinskurvendynamik
vorgestellt.

2.2 Faktormodelle fiir die Zinskurvendynamik
Anstelle von Parallelverschiebungen wie im letzten
Abschnitt wird nun fiir die Dynamik der Zinskurve
das folgende Zweifaktormodell unterstellt:

Ar, =p, +s, - Af s, -Af, +M, &)

Ary, bezeichnet die Veranderung des Kassazinssat-
zes, d.h. der Verfallrendite einer Nullcouponanlei-

he der Laufzeit a, von t auf (t + 1). Die zwei
Faktoren Afy; und Af;, bewegen die Kassazinssitze
samtlicher Restlaufzeiten und werden deshalb ge-
meinsame Faktoren genannt. Diese Faktoren sind
rein statistischer Natur und keine makrodkonomi-
schen Faktoren wie Geldmenge usw. Die Kassa-
zinssitze der verschiedenen Laufzeiten reagieren
unterschiedlich stark auf Schocks in den gemein-
samen Faktoren; die unterschiedlichen Sensitivi-
titen der Kassazinssidtze auf Faktorschocks wer-
den durch s,; und s, angegeben. Die Sensitivitéi-
ten auf Schocks in einem der Faktoren iiber eine
Woche sind in Abbildung 3 wiedergegeben; die
empirische Bestimmung der Faktoren sowie eine
ausfiihrliche Diskussion der Ergebnisse der Faktor-
analyse einschliesslich einer Begriindung der Be-
schrinkung des Modells auf zwei Faktoren folgt
in Abschnitt 4. Der erste Faktor bewegt sdmtliche
Zinssitze in dieselbe Richtung und bewirkt somit
eine Veridnderung des Zinsniveaus; er wird des-
halb als Shift-Faktor bezeichnet. Im Gegensatz zu
einer Parallelverschiebung bewirkt ein Schock im
ersten Faktor jedoch je nach Laufzeit unterschied-
liche Zinsveréinderungen. Am kurzen Ende der
Zinskurve fallen diese stidrker aus als am langen
Ende. Dies widerspiegelt die Beobachtung, dass
kurzfristige Zinssatze stirker schwanken als lang-
fristige. Der zweite Faktor bewegt die Zinssitze
mit Laufzeiten unter zwei Jahren in die entgegen-
gesetzte Richtung wie die lingeren Zinssitze.
Damit fiihrt der zweite Faktor zu einer Drehung
der Zinskurve, weshalb er iiblicherweise als Twist-
Faktor bezeichnet wird.

Die durch die zwei gemeinsamen Faktoren nicht
erklidrte Dynamik der Zinskurve wird in laufzei-
tenspezifischen Faktoren 1, aufgefangen. Auf-
grund der Bereinigung der Zinséinderungen Ar,
um ihren Mittelwert W, weisen die beiden gemein-
samen wie die laufzeitenspezifischen Faktoren je
einen Erwartungswert von Null auf.

Anstelle der Verfallrendite in Abschnitt 2.1 sind
nun die beiden gemeinsamen Faktoren Shift und
Twist die Zinsrisikofaktoren. Das Bewertungsmo-
dell (1) ist damit nicht mehr zutreffend. Es kann
jedoch ein analoges Bewertungsmodell in Abhiin-
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gigkeit der Shift- und Twist-Faktoren formuliert
werden. Dieses lautet wie folgt:

A
—% =—Q, 'Afnl -0, ’Aftz . (6)
t

Die beiden Faktordurations ¢; und ¢, geben die
prozentuale Anderung des Anleihenpreises bei
Schocks im Shift- bzw. Twist-Faktor an. Das Be-
wertungsmodell (6) beruht somit wie Gleichung
(1) auf dem Durationansatz, nur dass hier dic
Zinskurvendynamik nicht als Parallelverschiebung
sondern mit einem Faktormodell beschrieben wird.
Wie im letzten Abschnitt wird auch hier der Zeit-
effekt vernachléssigt.

Um auf eine zur Gleichung (4) analoge VaR-
Formel zu kommen, ist als nidchstes fiir die beiden
Risikofaktoren eine Verteilung anzunehmen. Wir
verfolgen diesbeziiglich im weiteren zwei Varian-
ten. Ein erstes, einfaches Modell geht fiir beide
Faktoren von einer Normalverteilung mit zeitinva-
rianten Varianzen aus und unterstellt, dass die
Faktoren iiber die nidchsten 10 Handelstage unkor-
reliert sind; wir nennen es Faktor-Normal-Modell.
Im zweiten Modell wird ebenfalls von normalver-
teilten Faktoren ausgegangen, doch wird erstens
eine bedingte Korrelation zwischen den Faktoren
zugelassen und zweitens werden die Varianzen
wie die Korrelation als im Zeitablauf variabel mo-
delliert.

2.3 Das Faktor-Normal-Modell

Im Faktor-Normal-Modell werden der Shift- und
Twist-Faktor als normalverteilt mit Mittelwert
Null und Varianz-Kovarianz-Matrix

6, O
0 o,
angenommen. Dabei bezeichnet G;; die Varianz

des Shift- und 6, jene des Twist-Faktors. Die Va-
rianz-Kovarianz-Matrix wird als zeitinvariant an-

genommen, d.h. sie gilt sowohl iiber die nédchste
Halteperiode von 10 Tagen wie auch iiber sehr
lange Zeithorizonte. Die Shift- und Twist-
Faktoren sind in diesem Modell unkorreliert. Dies
ergibt sich aus der Eigenschaft der Zinskurven-
faktoren, iiber lange Zeithorizonte per Konstruk-
tion unkorreliert zu sein (siehe Abschnitt 4.1). Da
das auf den Zinskurvenfaktoren beruhende Be-
wertungsmodell (6) wie das einfache Duration-
modell (1) linear ist, leitet sich die Formel fiir den
VaR einer Anleihe ebenfalls aus Gleichung (3) ab.
Es gilt also die Standardabweichung der relativen
Wertidnderungen einer Anleihe aus dem Bewer-
tungsmodell (6) unter Beriicksichtigung der eben
getroffenen Verteilungsannahme fiir die Risiko-
faktoren zu bestimmen. Man erhilt:

A t+
Stdt[%} :\/(p12 0y, +(P§ "Gy, -

Fiir den VaR folgt durch Einsetzen in Gleichung (3):

VaR,[Ap.,,]=-p, -233- /0’ -6, +9} -0, ()

Der VaR ergibt sich also aus den beiden Faktor-
durations sowie den Varianzen des Shift- und
Twist-Faktors. Hinter diesen Grossen verbirgt
sich eine Faktoranalyse der Zinskurvendynamik
auf Basis von Gleichung (5), die in Abschnitt 4
ausfiihrlich zur Sprache kommt. Obwohl die For-
mel beinahe gleich einfach ist wie die in Abschnitt
2.1 hergeleitete Gleichung (4), basiert hier der
VaR auf einer wesentlich realistischeren Modellie-
rung der Zinskurvendynamik.

2.4 Das Faktor-GARCH-Modell

In den Abschnitten 2.1 und 2.3 wurde von zeitin-
varianten oder unbedingten Verteilungen fiir die
Zinsrisikofaktoren ausgegangen. Mit anderen
Worten wird fiir Verdnderungen der Risikofakto-
ren iliber kurze und lange Zeithorizonte von der-
selben Verteilung ausgegangen. Dem steht jedoch
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die empirische Beobachtung entgegen, dass sich
die Eigenschaften der Zinskurvendynamik iiber
eine kurze Zeitperiode, wie etwa die hier interes-
sierende zehntidgige Halteperiode, von jenen iiber
lange Zeithorizonte unterscheiden. Insbesondere
dndern sich die Varianzen und Korrelationen der
Zinsanderungen bzw. der Zinskurvenfaktoren im
Zeitablauf. Um diese Zeitvariabilitit der Zinskur-
vendynamik im VaR-Modell zu erfassen, wird im
folgenden mit bedingten Verteilungen gearbeitet.
Diese beruhen auf siamtlichen Informationen, die
bis zum aktuellen Zeitpunkt t vorliegen. Am Ende
einer Halteperiode von zehn Tagen liegen neue
Informationen vor, weshalb die bedingte Vertei-
lung der Faktoren fiir die darauffolgende Halte-
periode eine andere sein wird.

Fiir die beiden Zinskurvenfaktoren wird eine be-
dingte Normalverteilung mit Erwartungswert Null
angenommen. Es wird also davon ausgegangen,
dass die beiden gemeinsamen Faktoren nicht pro-
gnostizierbar sind. Dagegen wird unterstellt, dass
die bedingten zweiten Momente teilweise vorher-
sagbar sind. Konkret wird die Entwicklung der
Varianzen des Shift- und Twist-Faktors sowie der
Kovarianz zwischen den beiden Faktoren iiber die
Zeit mit einem bivariaten GARCH(1,1)-Modell
beschrieben. Dabei ist sicherzustellen, dass die
sich aus der gewihlten Spezifikation ergebenden
Varianz-Kovarianz-Matrizen positiv definit sind
oder gleichbedeutend, dass die Korrelationen zwi-
schen den beiden Faktoren immer zwischen minus
und plus Eins liegen. Wir benutzen die auf BA-
BA/ENGLE/KRAFT/KRONER (BEKK) zuriick-
gehende Spezifikation, die fiir die bedingten Vari-
anzen sowie die Kovarianz folgende Dynamik
unterstellt:[6]

Af(1+1),1 d ~N 0 G(t+l).ll G(1+1)12
Af s | 0 G Cwnn

A2 2 2 2 2
O =Y T Y2 +o,, A +B7,,0,,
cS(x+|).12 =YuT»n +an.2a22.2Af|1Af12 +BII‘2B22‘261.12

a2 2 2 2
G(l+l),22 =Tn + uzz,zAfxz +Bzz_261,22

(8)

Der Zeitindex (t + 1) gibt an, dass sich die jeweili-
ge Grosse auf die Halteperiode von t bis (t + 1)
bezieht; dabei stehen die im Zeitpunkt t vorliegen-
den Informationen — bezeichnet durch das Infor-
mationsset @, — zur Verfiigung. Die beiden Vari-
anzgleichungen sind analog zu univariaten
GARCH(1,1)-Modellen formuliert und beruhen

auf vergangenen, quadrierten Faktorschocks Af ]
bzw. Af’ sowie den verzdgerten, bedingten Va-

rianzen Gy, bzw. G.2. Die bedingte Kovarianz
wird ebenfalls durch eine autoregressive Kompo-
nente — (120222612 — sowie vergangene Faktor-
schocks beschrieben. Mit der Quadrierung der
Koeffizienten in den beiden Varianz-Gleichungen
und deren Verkniipfung in der Kovarianz-
Gleichung wird unter schwachen Bedingungen si-
chergestellt, dass die resultierenden Varianz-
Kovarianz-Matrizen positiv-definit sind.[7] Die
Parameter des bivariaten GARCH(1,1)-Modells
(8) konnen mit einem Maximum Likelihood-
Verfahren geschitzt werden.

Wie im Faktor-Normal-Modell kommt auch hier
das Bewertungsmodell (6) zum Einsatz, womit
sich der VaR einer Anleihe wiederum aus Glei-
chung (3) ergibt. Aufgrund der getroffenen Ver-
teilungsannahme fiir die Risikofaktoren ist jedoch
die Standardabweichung der relativen Wertdnde-
rungen der Anleihe eine andere als in Abschnitt
2.3. Insbesonere ist sie aufgrund des bivariaten
GARCH-Prozesses (8) zeitvariabel und wird nicht
nur durch die Varianzen der Zinskurvenfaktoren
beeinflusst, sondern auch durch die Kovarianz
zwischen den gemeinsamen Faktoren. Sie lautet:

Ap1+ 2 2
Stdx|: D L= \/(Pl Ot T80 » + 2(P|(P26(1+1).12 .
t

Durch Einsetzen in Gleichung (3) erhilt man fiir
den VaR einer Anleihe

VaRt [p1+1]: i X 2.33.

'\/(PIZG(M),H + (pic(m)‘zz + Z(Pl(PQG(m).lz
9
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Der VaR hingt also von den fiir die ndchste Hal-
teperiode erwarteten Varianzen und der Kovari-
anz ab; diese ergeben sich aufgrund der GARCH-
Spezifikation in (8). Im Gegensatz dazu beruht
der mit dem Faktor-Normal-Modell bestimmte
VaR in Gleichung (7) auf zeitinvarianten Varian-
zen und die Kovarianz zwischen den gemeinsamen
Faktoren wird auf Null restringiert. Wie aus Glei-
chung (9) hervorgeht, wird dadurch bei einer po-
sitiven bedingten Kovarianz G.i);» der VaR un-
terschiitzt und im gegenteiligen Fall iberschiitzt.

3. Daten

Fiir die empirischen Untersuchungen benutzen wir
Zinssitze des Euro- und Swapmarktes vom 8. Ja-
nuar 1988 bis zum 25. April 1997 mit folgenden
Laufzeiten:[8]

Eurositze: 1 Tag, 7 Tage, | Monat, 3, 6 “

und 12 Monate
Swapsiitze: 2, 3, 4, 5, 7 und 10 Jahre

Bei den Eurositzen handelt es sich um Verzinsun-
gen von CHF-Euro-Festgeldern. Da Festgelder
mit Laufzeiten bis ein Jahr Nullcoupongeschifte
sind, handelt es sich bei den Eurositzen um Kas-
sazinssitze, d.h. um Renditen von Nullcoupon-
anleihen. Die Swapsitze sind dagegen mit einem
Couponeffekt iiberlagert. Um diese in eine aus
Kassazinssdtzen gebildete Zinskurve einzubezie-
hen, miissen sie couponbereinigt werden. Dies
kann mit einem Bootstrapping-Verfahren oder an-
hand expliziter Formeln getan werden (GRU-
BER/OVERBECK (1998)). Kassazinssitze fiir
Laufzeiten, die nicht in der Stichprobe enthalten
sind, werden mittels Interpolation mit einer kubi-
schen Basissplinefunktion ermittelt.

In den nachfolgenden empirischen Untersuchun-
gen wird mit unterschiedlichen Datenfrequenzen
gearbeitet. Es wird deshalb in den entsprechenden
Abschnitten auf die jeweils verwendete Frequenz
hingewiesen.

4. Schitzung der Parameter der Value at Risk-
Modelle

In den folgenden beiden Abschnitten werden
das Faktormodell (5) sowie das bivariate
GARCH(1,1)-Modell geschitzt und die empiri-
schen Ergebnisse diskutiert. Die Schitzmethoden
werden bloss kurz skizziert; fiir eine ausfiihrliche
Darstellung wird auf TOBLER/WALDER (1997)
verwiesen.

4.1 Faktoranalyse der Zinskurvendynamik

Ziel dieses Abschnitts ist erstens, die Sensitivititen
s, und s,» sowie die Faktorwerte Af;; und Af; des
Faktormodells (5)

Arta :ua +Sal .Afll +saZ .AftZ +nta

zu ermitteln, zweitens die vorgenommene Be-
schrinkung auf zwei Faktoren zu begriinden und
drittens die empirische Verteilung der Zinskur-
venfaktoren zu analysieren. Von den im letzten
Abschnitt beschriebenen Daten verwenden wir fiir
die Faktoranalyse nur die zehn Laufzeiten ab ei-
nem Monat, da es sich zeigte, dass der Tages- und
Wochensatz die Resultate verzerren. Es werden
wochentliche Zinsverdnderungen der Periode vom
15. Januar 1988 bis 25. April 1997 verwendet.
Damit stehen fiir jede Laufzeit 482 Zinsdifferen-
zen zur Verfiigung.

Die Sensitivititen und Faktorwerte werden mit
einer sogenannten Hauptkomponentenanalyse er-
mittelt. Aus den Zinsdifferenzen der zehn in die
Analyse eingehenden Laufzeiten konnen insgesamt
zehn Hauptkomponenten oder gemeinsame Fakto-
ren gebildet werden; in diesem Fall erkldren die
gemeinsamen Faktoren die beobachteten Zinsver-
dnderungen vollstindig und die spezifischen Fak-
toren My sind Null. Um die Dimensionalitit des
Modells zu reduzieren, wird jedoch nur mit den
ersten beiden gemeinsamen Faktoren gearbeitet,
welche einen Grossteil der Varianz der Zinsverin-
derungen zu erkldren vermogen (siehe weiter un-
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ten). Die restlichen acht Hauptkomponenten, die
einen vernachldssigbar geringen Erkldrungsgehalt
aufweisen, werden in den laufzeitenspezifischen
Faktoren 1, zusammengefasst.

Die Hauptkomponentenanalyse geht von der Kor-
relationsmatrix der Zinsverdnderungen Ar, der
verwendeten Laufzeiten a = 1,...,10 aus und zer-
legt diese in Eigenvektoren und Eigenwerte. Die
insgesamt zehn resultierenden Eigenvektoren sind
gerade die gesuchten Sensitivitdten s,,. Die Fak-
torwerte oder Hauptkomponenten Afi, ergeben
sich als Linearkombination aus den Sensitivitidten
und Zinsverdnderungen:

10
Af, =Y Args, a=1,..,10; Vt
b=1

Die Hauptkomponenten sind also eine lineare
Transformation der Eigenvektoren. Da diese per
Definition orthogonal zueinander stehen, sind die
Hauptkomponenten in der unbedingten Verteilung
unkorreliert. Diese Eigenschaft der Hauptkompo-
nenten wird im Faktor-Normal-Modell ausgenutzt
(siche Abschnitt 2.3). Die ebenfalls anfallenden
Eigenwerte geben die unbedingten Varianzen der
Hauptkomponenten an. Wie angetont werden
zwecks Reduzierung der Dimensionalitit nur jene
Hauptkomponenten als gemeinsame Faktoren ins
Modell iibernommen, die einen hohen Erkldrungs-
gehalt aufweisen; es handelt sich dabei um jene,
die eine vergleichsweise hohe Varianz (bzw. Ei-
genwert) aufweisen. Je stirker nun die Zinsverin-
derungen untereinander korreliert sind, desto we-
niger Hauptkomponenten sind notwendig, um ei-
nen Grossteil der Gesamtvarianz der Zinsverinde-
rungen zu erkldren; letztere ist definiert als die
Summe der Varianzen der einzelnen Zinsverédnde-
rungen.
Die Korrelationen zwischen den Zinsverdnderun-
gen der betrachteten Laufzeiten sind in Tabelle 1
aufgefiihrt. Daraus ist folgendes ersichtlich:
¢ Die Kassazinssitze der Laufzeiten 1 Monat bis
12 Monate (Eurositze) weisen untereinander
sehr hohe Korrelationen auf (zwischen 0.72
und 0.89).

e Die aus Swapsitzen berechneten Kassazinssit-
ze der Laufzeiten 2 bis 10 Jahre bewegen sich
noch stiarker miteinander als die Eurositze, was
in Korrelationen zwischen 0.79 und 0.97 zum
Ausdruck kommt.

e Die Korrelationen zwischen den Eurosidtzen und
den aus Swapsitzen bestimmten Kassazinssétzen
sind mit Werten von 0.38 bis 0.75 deutlich tiefer.

Der Zusammenhang zwischen den Zinsverdnde-
rungen der betrachteten Laufzeiten ist also relativ
hoch mit der Einschrinkung, dass der Euro- und
Swapmarkt je iiber eine gewisse Eigendynamik
verfiigen. Damit sollte eine geringe Anzahl von
Hauptkomponenten gentigen, um einen Grossteil
der Gesamtvarianz der Zinsverdnderungen zu er-
kldren. Wie aus Tabelle 2 ersichtlich ist, werden
rund 75% der Gesamtvarianz der Zinskurve durch
den ersten Faktor erkldrt. Dieser hohe Erkli-
rungsgehalt des ersten Faktors widerspiegelt den
engen Zusammenhang zwischen den einzelnen
Zinsdifferenzen. Der zweite Faktor triagt gut 16%
zur Erkldarung der Zinskurvenvarianz bei, so dass
mit den ersten beiden Faktoren ein Erklirungsan-
teil von 91% erzielt wird. Die Erkldrungsanteile
der weiteren Faktoren sind relativ gering.

Der Entscheid, mit wievielen gemeinsamen Fak-
toren gearbeitet werden soll, kann anhand ver-
schiedener Kriterien gefillt werden. Nach dem
KAISER-DICKMANN-KTriterium sollten nur jene
Faktoren als gemeinsam betrachtet werden, die
einen Eigenwert von mehr als Eins aufweisen, da
diese Faktoren einen iiberdurchschnittlichen An-
teil der Gesamtvarianz erkliren. Die Eigenwerte
der Faktoren sind ebenfalls in Tabelle 2 auf-
gefiihrt. Daraus ist ersichtlich, dass das an-
gefiihrte Kriterium nur von den ersten beiden
Faktoren erfiillt wird. Weil die Hohe der Eigen-
werte von der Variablenzahl ist, werden bei
geringen Variablenzahlen tendenziell zu wenige
gemeinsame Faktoren gewihlt, bei grossen Va-
riablenzahlen dagegen eher zuviele.[9] Ein weite-
rer Test, der die Abhdngigkeit von der Variablen-
zahl beseitigt, geht auf HORN (1965) zuriick. Die
von ihm vorge schlagene Vorgehensweise ist fol-
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Tabelle 1: Korrelationsmatrix der Zinsveriinderungen

Laufzeit 1 Monat 3 Monate 6 Monate 12 Monate 2 Jahre
1 Monat 1.00 0.87 0.79 0.72 0.57
3 Monate 0.87 1.00 0.89 0.84 0.67
6 Monate 0.79 0.89 1.00 0.88 0.74
12 Monate 0.72 0.84 0.88 1.00 0.75
2 Jahre 0.57 0.67 0.74 0.75 1.00
3 Jahre 0.49 0.59 0.67 0.68 0.95
4 Jahre 0.46 0.56 0.63 0.64 091
5 Jahre 0.44 0.53 0.59 0.61 0.89
7 Jahre 0.40 0.48 0.54 0.55 0.82
10 Jahre 0.38 0.47 0.52 0.53 0.79
Laufzeit 3 Jahre 4 Jahre 5 Jahre 7 Jahre 10 Jahre
1 Monat 0.49 0.46 0.44 0.40 0.38
3 Monate 0.59 0.56 0.53 0.48 0.47
6 Monate 0.67 0.63 0.59 0.54 0.52
12 Monate 0.68 0.64 0.61 0.55 0.53
2 Jahre 0.95 0.91 0.89 0.82 0.79
3 Jahre 1.00 0.96 0.94 0.88 0.85
4 Jahre 0.96 1.00 0.97 0.91 0.88
5 Jahre 0.94 0.97 1.00 0.93 0.91
7 Jahre 0.88 0.91 0.93 1.00 0.95
10 Jahre 0.85 0.88 0.91 0.95 1.00

gende: Man generiert eine Anzahl Matrizen von
normalverteilten Zufallszahlen, welche die gleiche
Dimension aufweisen, wie die in die Faktoranalyse
einfliessende Datenmatrix. In unserem Fall weist
die Matrix der Zinsdifferenzen 482 Zeilen (Anzahl
Beobachtungen) und 10 Spalten (Anzahl Laufzei-
ten) auf. Wir erstellen 1000 solche Matrizen von
normalverteilten Zufallszahlen und berechnen je
die Korrelationsmatrix sowie die Eigenwerte. Die
Durchschnitte tiber die nach ihrer Grosse geord-
neten Eigenwerte stellen eine Schitzung der Ei-
genwerte dar, wenn zwischen den einzelnen Va-

riablen nur Zufallskorrelationen bestehen. Daraus
ergibt sich folgendes Kriterium fiir die Anzahl ge-
meinsamer Faktoren: Es sollten nur jene Faktoren
als gemeinsam betrachtet werden, deren Eigen-
werte grosser als die entsprechenden Mittelwerte
der Eigenwerte der Zufallszahlen sind; denn nur
diese reprisentieren eine gemeinsame Dynamik
der Zinssitze, die iiber eine reine Zufallskorrela-
tion hinausgeht. Weil beim HORN-Test von nor-
malverteilten Faktoren ausgegangen wird, die
wahre Verteilung der Faktoren jedoch nicht be-
kannt ist, handelt es sich wie beim KAISER-
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Tabelle 2: Erklirungsanteile und Eigenwerte der Zins-
kurvenfaktoren

Anteil Eigenwerte | Simulierte
der erklérten mittlere

Gesamtvarianz Eigenwerte
Faktor 1 74.56% 7.46 1.26
Faktor 2 16.47% 1.65 1.18
Faktor 3 3.15% 0.31 1.12
Faktor 4 1.99% 0.20 1.07
Faktor 5 1.16% 0.12 1.02
Faktor 6 0.82% 0.08 0.97
Faktor 7 0.71% 0.07 0.93
Faktor 8 0.51% 0.05 0.88
Faktor 9 0.38% 0.04 0.83
Faktor 10 0.26% 0.03 0.77

Die Gesamtvarianz ist definiert als die Summe der Varian-
zen der einzelnen Zinsverinderungen.

DICKMANN-KTriterium nur um eine Indikation.
In Tabelle 2 sind die simulierten mittleren Eigen-
werte der Zufallszahlen aufgefithrt. Daraus geht
hervor, dass auch gemiss dem HORN-Kriterium
nur die ersten zwei Faktoren als gemeinsam zu
betrachten sind. Aufgrund dieser beiden Kriterien
beschrinken wird das Faktormodell auf zwei ge-
meinsame Faktoren.

Die Sensitivitdten der ersten beiden Faktoren sind
in Abbildung 3 wiedergegeben und wurden bereits
in Abschnitt 2.2 besprochen. In Erginzung dazu
sei darauf hingewiesen, dass der Drehpunkt des
Twist-Faktors gerade zwischen dem Euro- und
Swapmarkt liegt. D.h. der zweite Faktor bewegt
die Euro- und Swapsitze in die entgegengesetzte
Richtung und widerspiegelt damit das aus der
Korrelationsmatrix ersichtliche Eigenleben der
beiden Segmente.

Abbildung 3: Sensitivitiiten der Zinsverinderungen auf die Zinskurvenfaktoren

Sensitivititen
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Im Faktor-Normal-Modell wird fiir die unbedingte
Verteilung der beiden gemeinsamen Faktoren eine
Normalverteilung angenommen. Diese Annahme
lasst sich aufgrund der empirisch ermittelten
Werte flir die beiden Zinskurvenfaktoren iiber-
priifen. Deren Verlauf iiber die 482 Wochen vom
15. Januar 1988 bis zum 25. April 1997 ist in Ab-
bildung 4 wiedergegeben. Zur Uberpriifung der
Normalitidtsannahme wurden verschiedene Kenn-
ziffern berechnet, die in Tabelle 3 aufgefiihrt sind.
Die empirisch bestimmten dritten und vierten
Momente der unbedingten Verteilung der beiden
Zinskurvenfaktoren weichen von den fiir eine
Normalverteilung erwarteten Werten ab: Die
Schiefe ist nicht Null wie bei einer Normalvertei-
lung, sondern fiir den ersten Faktor leicht negativ
(=0.05) und fiir den Twist-Faktor positiv (0.12).
Die Kurtosis liegt fiir beide Faktoren bei vier und
ist damit deutlich grosser als drei, wie dies bei ei-
ner Normalverteilung der Fall ist. Die hohe Kurto-
sis wird auch durch die Sigma-Quantile unterstri-

chen: Innerhalb vom plus/minus einer Standardab-
weichung liegen mit rund 71% bzw. 76% deutlich
mehr Realisationen als bei einer normalverteilten
Zufallsvariablen (68%). Demgegeniiber liegen
zwischen einer und zwei Standardabweichungen
weniger Realisationen (23% bzw. 19% fir den er-
sten bzw. zweiten Faktor) als bei einer Normal-
verteilung (27%); iiber zwei Standardabweichun-
gen liegen wiederum mehr Realisationen (bei bei-
den Faktoren 5.8%) als bei einer normalverteilten
Zufallsvariablen (4.5%). Diese Verschiebung von
Wahrscheinlichkeitsmasse vom Bereich zwischen
einer und zwei Standardabweichungen in die Mitte
und in die beiden Enden ist typisch fiir leptokurti-
sche Verteilungen, d.h. Verteilungen mit Uber-
schuss-Kurtosis. Der BERA-JARQUE-Test auf
Normalitit einer Zufallsvariablen, der auf den
dritten und vierten Momenten beruht, lisst mit
Testwerten von 21.2 bzw. 21.8 fiir die beiden
Faktoren eine Ablehnung der Normalitdtsannahme
auf dem 1%-Signifikanzniveau zu.

Tabelle 3: Empirische Verteilung der Zinskurvenfaktoren

Standard-Normal- Shift-Faktor Twist-Faktor
verteilung

Mittelwert 0 0 0
Standardabweichung 1 2.73 1.28
Schiefe 0 -0.05 0.12
Kurtosis 3 4.02 4.02
Bera-Jarque-Testwert - 21.20 21.82

innerhalb plus / minus

1 Sigma 68.26% 71.16% 75.52%
Anteil Realisationen | zwischen 1 und

2 Sigma 27.18% 23.03% 18.67%

iiber 2 Sigma 4.56% 5.81% 5.81%

kursiv: auf dem 1%-Niveau signifikant

354

Finanzmarkt und Portfolio Management — 12. Jahrgang 1998 — Nr.3



J. Tobler und R. Walder: Die Modellierung von Zinsrisikofaktoren in einem Value-at-Risk-Modell

Aufgrund der angefiihrten Tests ist also davon
auszugehen, dass die unbedingte Verteilung der
beiden Zinskurvenfaktoren nicht normal ist. Das
Faktor-Normal-Modell, das sowohl fiir die be-
dingte wie die unbedingte Verteilung von einer
Normalverteilung ausgeht, vermag somit die em-
pirische Verteilung der Zinskurvenfaktoren nur
unzureichend abzubilden. Demgegeniiber geht das
Faktor-GARCH-Modell nur fiir die bedingte
Verteilung der Zinskurvenfaktoren von einer
Normalverteilung aus. Die zeitlichen Abhingig-
keiten der zweiten Momente generieren jedoch in
der unbedingten Verteilung eine gewisse Uber-
schuss-Kurtosis. Abgesehen von der Modellierung
der Zeitabhingigkeit der bedingten Varianz-
Kovarianz-Matrix der Zinskurvenfaktoren zeigt
sich hier ein weiterer Vorteil des Faktor-GARCH-
Modells. In Abschnitt 5 wird mit einer Monte
Carlo Simulation Uberpriift werden, ob das
GARCH-Modell geniigend Uberschuss-Kurtosis
zu generieren vermag oder nicht.

4.2 Schitzung des bivariaten GARCH(1,1)-
Modells

Basierend auf den im letzten Abschnitt bestimm-
ten Zeitreihen der beiden gemeinsamen Faktoren
Af;; und Afy, (siehe Abbildung 4) werden die Pa-
rameter des bivariaten GARCH(1,1)-Modells (8)

Af(m),l ® ~N 0 G(m),l] G(t+|),|2
Af(1+1),2 [ 0 G(m),]z G(m),zz

a2 2 2 2 2
G(H—l),ll =Yn Y2 +a11,2Af11 +B11‘26:,11

G(m).lz =YuVn + au.zazz,zAanftz + Bn,szz.zGuz

2 2 2 2
Oy =Tn t Oc22,2Af12 +Bzz,201,22

mit einem Maximum Likelihood-Verfahren ge-
schiitzt. Die geschitzten Parameter, deren Stan-
dardfehler sowie die dazugehorigen t-Statistiken
sind in Tabelle 4 zusammengefasst. Daraus geht
hervor, dass abgesehen von zwei Parametern aus
den Absolutgliedern alle geschitzten Parameter

statistisch signifikant von Null verschieden sind.
Um zu iberpriifen, ob die Modellierung einer
zeitabhingigen Varianz-Kovarianz-Matrix  der
Zinskurvenfaktoren den Erkldrungsgehalt stati-
stisch signifikant erhoht, wird ein Likelihood-
Ratio-Test durchgefiihrt. Dabei wird das bivariate
GARCH-Modell mit einem restringierten Modell
verglichen, wobei in letzterem die GARCH-
Parameter o(; 2, 0222, Bi12 und B2, auf Null ge-
setzt werden. Die Varianz-Kovarianz-Matrix der
Zinskurvenfaktoren im restringierten Modell ist
somit zeitinvariant und abgesehen von einer mog-
licherweise von Null verschiedenen Kovarianz
identisch mit jener des Faktor-Normal-Modells.
Die aus den Schitzresultaten des unrestringierten
und restringierten Modells gebildete Likelihood-
Ratio betrdgt 48.27 und {iibersteigt den fiir das
1%-Signifikanzniveau geltenden kritischen Wert
von 13.27 deutlich.[10] Die Modellierung einer
zeitabhdngigen Varianz-Kovarianz-Matrix mit ei-
nem bivariaten GARCH(1,1)-Prozess erhiht so-
mit den Erklirungsgehalt des Faktormodells si-
gnifikant. Mit anderen Worten vermag das Faktor-
GARCH-Modell die Dynamik der Zinskurve bes-
ser zu beschreiben als das Faktor-Normal-Modell.
Hinweise auf die Stabilitdt des geschitzten
GARCH-Prozesses erhilt man durch die Bestim-
mung der unbedingten Varianz-Kovarianz-Matrix
der Zinskurvenfaktoren, die durch das bivariate
GARCH(1,1)-Modell impliziert wird.[11] Fiihrt
die aus den geschitzten GARCH-Parametern er-
mittelte unbedingte Varianz-Kovarianz-Matrix auf
Werte, die mit der empirisch ermittelten Varianz-
Kovarianz-Matrix vergleichbar sind, so ldsst sich
daraus schliessen, dass das geschitzte GARCH-
Modell eine zeitlich stabile Dynamik der bedingten
Varianz-Kovarianz-Matrix darstellt. Die aus dem
geschitzten GARCH-Prozess berechnete unbe-
dingte Varianz des ersten Zinskurvenfaktors ist
mit 7.44 praktisch identisch mit dem empirisch
ermittelten Wert von 7.46. Die durch den
GARCH-Prozess implizierte unbedingte Varianz
des zweiten Faktors ist mit 1.49 etwas tiefer als
die empirisch bestimmte (1.65). Die unbedingte
Korrelation zwischen den beiden Zinskurven-
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Abbildung 4: Faktorwerte der Zinskurvenfaktoren
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faktoren betrdgt per Konstruktion Null; sie wird |
vom GARCH-Modell mit 0.17 iiberschitzt. Insge-
samt weisen diese Resultate jedoch auf eine weit-
gehend stabile Schidtzung des GARCH-Modells
hin.

In den Abbildungen 5 bis 7 sind die geschitzten

bedingten zweiten Momente der beiden Zinskur-

venfaktoren zusammen mit einem kurz- und einem
langfristigen Zinssatz dargestellt. Die annualisier-
te, bedingte Volatilitit des Shift-Faktors nimmt in
Zeiten ausgeprigter Anderungen des Zinsniveaus
stark zu (Abbildung 5). Die bedingte Volatilitit
des Twist-Faktors erhoht sich bei starken Dre-
hungen der Zinskurve, wie beispielsweise um den

Tabelle 4: Schiitzresultate fiir das bivariate GARCH(1,1)-Modell (8)

Y Y21 Y22 02 022 Biiz Baon
Schitzwert 0.67 0.14 0.32 0.33 0.17 0.91 0.95
Standardfehler 0.14 0.06 0.17 0.05 0.05 0.03 0.04
t-Wert 4,71 %%* 2.25%* 1.91%* 7.24%** 3.53%** 36.33%** 22.93%**

* signifikant auf dem 10%-Niveau
** signifikant auf dem 5%-Niveau
*** signifikant auf dem 1%-Niveau
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Abbildung 5: Bedingte Volatilitiit des Shift-Faktors
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Abbildung 6: Bedingte Volatilitiit des Twist-Faktors
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Abbildung 7: Bedingte Korrelation zwischen dem Shift- und Twist-Faktor
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Jahreswechsel 1989/1990 (Abbildung 6). Der
Spread zwischen dem fiinfjahrigen Swapsatz und
dem Dreimonatssatz sank im Dezember 1989 von
—0.7% auf —1.6%, d.h. die Zinskurve wurde deut-
lich inverser. Im Verlauf des Februars 1990 ver-
flachte sich die Zinskurve wieder, was sich im An-
stieg des Spreads auf das urspriingliche Niveau
von —0.7% ausdriickt. Mit diesen ausgeprigten
Drehungen der Zinskurve einher ging eine ver-
gleichsweise markante Zunahme der bedingten
Volatilitdt des Twist-Faktors von 9% auf 11.5%.
Die bedingte Korrelation zwischen den Zinskur-
venfaktoren variiert zwischen —0.36 und +0.51
und ist somit deutlich von Null verschieden und
im Zeitablauf starken Schwankungen unterworfen
(Abbildung 7). Ausgehend von einer normal ge-
neigten Zinskurve (d.h. die Langfristzinsen sind
hoher als die Kurzfristzinsen) bedeutet eine nega-
tive Korrelation, dass ein steigendes Zinsniveau

mit einer sich verflachenden Zinskurve einhergeht;
bei einer positiven Korrelation ist dagegen eine
Erhohung des Zinsniveaus mit einer steiler wer-
denden Zinskurve verbunden. Letzteres ist z.B. im
Jahre 1994 klar erkennbar. Die Kapitalmarktsitze
— in der Abbildung représentiert durch den fiinf-
jahrigen Swapsatz — stiegen bei praktisch konstant
tief bleibenden Geldmarktsidtzen kriftig an, was
sich in hohen positiven Korrelationen zwischen
den Zinskurvenfaktoren widerspiegelt.

5, Simulation des Faktor-GARCH-Modells

In den letzten Abschnitten wurden zwei Modelle
zur Beschreibung der Zinskurvendynamik auf der
Basis einer Faktoranalyse vorgestellt. Das erste —
wir nennen es Faktor-Normal-Modell — geht von
zeitinvariant, unabhidngig normalverteilten Zins-
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kurvenfaktoren aus. Im zweiten Modell wird die
bedingte Varianz-Kovarianzmatrix der zwei Zins-
kurvenfaktoren mit einem bivariaten GARCH-
Modell beschrieben, weshalb es Faktor-GARCH-
Modell genannt wird. Die vom Faktor-Normal-
Modell generierten Zinsverdnderungen sind so-
wohl iiber eine Halteperiode wie auch iiber lange
Zeitperioden normalverteilt. Demgegeniiber sind
die vom Faktor-GARCH-Modell erzeugten Zins-
verdnderungen nur iiber die ndchste Halteperiode
normalverteilt; liber lingere Zeithorizonte dage-
gen sind die Zinsverdanderungen leptokurtisch, d.h.
grosse Zinsverdnderungen sind wahrscheinlicher
als bei einer Normalverteilung zu erwarten wire.
Die empirisch, d.h. iiber eine lingere Zeitperiode
ermittelte Verteilung der Zinsveridnderungen ist
tatséchlich leptokurtisch (siehe BUHLER/ZIM-
MERMANN (1996)). Entsprechend weist auch
die empirische Verteilung der Zinskurvenfaktoren
eine gewisse Uberschuss-Kurtosis auf (siche Ab-
schnitt 4.1). Aus diesem Grund bildet das Faktor-
GARCH-Modell die Zinskurvendynamik besser ab
als das Faktor-Normal-Modell. Es stellt sich je-
doch die Frage, ob das Faktor-GARCH-Modell
geniigend Uberschuss-Kurtosis generiert oder
nicht. Diese Frage wird im folgenden mit Hilfe ei-
ner Monte Carlo Simulation beantwortet.[12]

Das Faktor-GARCH-Modell fiir die Verdnderung
Ar, des Zinssatzes der Laufzeit a iiber die Zeitpe-
riode (t — 1) bis t lautet gemiss Gleichung (5):

Arta = l"’a +SalAftl + SaZAfIZ °

Die beiden Zinskurvenfaktoren Af;; und Af,, wer-
den dabei als bedingt normalverteilt mit Mittel-
wert Null und der Varianz-Kovarianz-Matrix

thl 0112

0112 0122
angenommen, die dem in (8) beschriebenen biva-
riaten GARCH-Prozess folgt. Wir untersuchen mit

einer Monte Carlo Simulation, inwiefern dieses
Modell in der Lage ist, die empirische Verteilung

der historisch beobachteten Zinsveridnderungen zu
replizieren. Dabei gehen wir von derselben Stich-
probe aus, wie wir sie in Abschnitt 4.1 fiir die
Faktoranalyse benutzt haben. Diese besteht aus je
482 Zinsveranderungen fiir die Laufzeiten 1 Mo-
nat, 3 Monate, 6 Monate, 12 Monate, 2 bis 5 Jah-
re, sowie 7 und 10 Jahre.

Fiir die angefiihrten Laufzeiten simulieren wir je
1’000 Pfade von Zinsverinderungen mit jeweils
482 Realisationen. Dabei ist der durch das
GARCH-Modell vorgegebenen Zeitvariabilitit der
Varianzen sowie der im Zeitablauf schwankenden
Korrelation Rechnung zu tragen.[13] Fiir jeden si-
mulierten Pfad von Zinsverinderungen wurden die
folgenden Kennziffern berechnet, die in Tabelle 5
zusammengestellt sind: Die ersten vier Vertei-
lungsmomente, d.h. Mittelwert, Standardabwei-
chung, Schiefe und Kurtosis, sowie der Anteil der
Realisationen innerhalb von plus/minus einer
Standardabweichung, der Anteil Realisationen
zwischen einer und zwei Standardabweichungen
und der Anteil Realisationen iiber zwei Standard-
abweichungen. Fiir jede dieser Kennziffern wurde
der Durchschnitt iiber die 1'000 Simulations-
pfade gebildet, woraus Schitzwerte fiir die unbe-
dingte Verteilung der simulierten Zinsver-
dnderungen resultieren. Diese Werte kdnnen mit
den entsprechenden Kennziffern fiir die historische
Stichprobe von Zinsinderungen verglichen wer-
den. Dabei zeigt sich, inwiefern das unterstellte
Faktormodell in der Lage ist, die beobachtete un-
bedingte Verteilung der Zinsdnderungen wieder-
zugeben. Weiter wurde fiir jede Kennziffer die
Standardabweichung iiber die 1000 Simula-
tionspfade bestimmt. Eine hohe Standardabwei-
chung bedeutet einerseits, dass der Durch-
schnittswert einen hohen Schitzfehler aufweist.
Andererseits bedeutet eine hohe Standardabwei-
chung eine hohe Wahrscheinlichkeit, dass das
Modell in der Lage ist, die historischen Vertei-
lungsmomente zu generieren, auch wenn der si-
mulierte Durchschnittswert sich deutlich vom hi-
storischen Mittel unterscheidet (VETZAL (1997),
S. 182).
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Die Mittelwerte der Zinsverinderungen werden
vom Faktor-GARCH-Modell fiir alle Laufzeiten
sehr gut repliziert; die Standardabweichung der
simulierten Mittelwerte ist jedoch relativ hoch.
Das zweite Moment wird nicht nur im Durch-
schnitt iiber die 1'000 Simulationspfade vom Mo-
dell gut wiedergegeben, sondern hier ist auch die
Standardabweichung gering. Die bei allen Lauf-
zeiten empirisch beobachtete Schiefe vermag
das Faktor-GARCH-Modell nicht zu generieren;
dies kann aufgrund des gewdhlten, symmetri-
schen GARCH-Modells, das Zinserhohungen und
-senkungen mit gleicher Wahrscheinlichkeit gene-
riert, auch nicht erwartet werden. Die empirisch
beobachtete Schiefe liegt jedoch bei allen Lauf-
zeiten innerhalb einer Standardabweichung der
simulierten Werte. Wie erwartet generiert das
Faktor-GARCH-Modell eine gewisse Uberschuss-
Kurtosis. Diese liegt im Schnitt iiber die 1'000 Si-
mulationen je nach Laufzeit zwischen 0.3 und 0.6
und ist damit deutlich geringer als die in der Rea-
litdit beobachtete. Die empirisch beobachtete
Kurtosis liegt nur bei drei Laufzeiten (dem 2-, 7-
und 10-Jahressatz) innerhalb einer Standard-
abweichung der simulierten Werte. In der Realitit
treten grosse Zinsschocks somit hiufiger auf, als
dies das Faktor-GARCH-Modell annimmt. Dies
wird durch die Resultate beziiglich der Quantile
bestitigt. Das Faktor-GARCH-Modell generiert
zwar wie erwartet mehr Realisationen innerhalb
plus/minus einer Standardabweichung sowie iiber
zwei Standardabweichungen als dies bei normal-
verteilten Zinsverdnderungen der Fall wire. Die
empirisch beobachteten Werte liegen jedoch noch
deutlich weiter von jenen einer Normalverteilung
weg.

Insgesamt kann festgehalten werden, dass das
Faktor-GARCH-Modell die Nicht-Normalitit der
empirischen Verteilung der Zinskurvenfaktoren
teilweise zu widerspiegeln vermag. Es ist in dieser
Hinsicht dem Faktor-Normal-Modell tiberlegen,
welches per Konstruktion normalverteilte Zins-
verdanderungen generiert. Das Faktor-GARCH-
Modell generiert jedoch insbesondere zu wenig
Uberschuss-Kurtosis. Eine Moglichkeit, die vom

Faktor-GARCH-Modell erzeugte Uberschuss-
Kurtosis zu erhthen besteht darin, anstatt in der
bedingten Verteilung der Zinskurvenfaktoren von
einer Normalverteilung auszugehen, mit einer
Verteilung zu arbeiten, die dickere Enden aufweist
als eine Normalverteilung. Dazu kommen etwa die
t-Verteilung oder die GED-Verteilung in Frage. In
univariaten Anwendungen wurden solche Vertei-
lungen etwa von HSIEH (1989) eingesetzt.

6. VaR-Backtesting mit fiktiven Anleihen-
portfolios

Das Backtesting des VaR-Modells ist integraler
Bestandteil eines bankinternen Modells zur Be-
stimmung der den Marktrisiken zugrundezulegen-
den Eigenmittel. Im folgenden werden beispielhaft
Backtestings mit dem Faktor-Normal- und Fak-
tor-GARCH-Modell durchgefiihrt. Dabei wird
insbesondere untersucht, wie stark die Backte-
sting-Ergebnisse von der Portfoliozusammenset-
zung abhingen und wie sich die Ergebnisse im
Zeitablauf dndern. Zunichst wird jedoch der auf-
sichtsrechtliche =~ Rahmen des  Backtesting-
Verfahrens aufgezeigt.

6.1 Das Backtesting-Konzept der EBK

Der VaR eines Portfolios ist, wie ausgefiithrt wur-
de, fiir ein Konfidenzniveau von 99% zu ermitteln.
Dies impliziert, dass das tatsdchliche Handelser-
gebnis des Portfolios in einem von Hundert Fille
ein grosserer Verlust als der ex-ante berechnete
VaR ist bzw. sein sollte. Mit einem Backtesting-
Verfahren soll nun festgestellt werden, ob das
VaR-Modell tatsdchlich 99% der Handelsergeb-
nisse abdeckt. Dazu werden fiir eine historische
Stichprobe die auf dem Portfolio tatsdchlich er-
zielten Gewinne und Verluste mit den zu Beginn
der jeweiligen Halteperiode ermittelten VaRs ver-
glichen. Ubersteigt der tatsiichliche Verlust den
VaR, so wird dies als Ausnahme bezeichnet. Dem
VaR-Modell wird eine hohe Messgenauigkeit at-
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Tabelle 6: Multiplikationsfaktoren gemiiss EBK

Anzahl Ausnahmen Multiplikationsfaktor
4 und weniger 3
5 34
6 3.5
7 3,65
8 3.75
9 3.85
10 und mehr 4

testiert, wenn die Anzahl Ausnahmen im Back-

testing nahe am erwarteten Wert von 1% der Fille

liegt.[14]

Die Bedeutung des Backtesting-Verfahrens ergibt

sich daraus, dass sich die Ergebnisse direkt in den

notwendigen Eigenmitteln niederschlagen. Wie in

Abschnitt 1 ausgefiihrt wurde, fliesst ein instituts-

spezifischer Multiplikationsfaktor in die Ermitt-

lung der notwendigen FEigenmittel ein. Dieser

Faktor betrigt mindestens 3 und steigt in Abhén-

gigkeit der Anzahl Ausnahmen, die mit einem

Backtesting iiber die 250 vorangegangenen Han-

delstage ausgewiesen werden, auf 4 an (siehe Ta-

belle 6). Obwohl bei einer Stichprobe von 250

Halteperioden 2 bis 3 Ausnahmen zu erwarten

sind, kommt der kleinste Multiplikationsfaktor zur

Anwendung, falls maximal vier Ausnahmen zu re-

gistrieren sind. Dies hat damit zu tun, dass die

Backtesting-Ergebnisse mit einer gewissen Unsi-

cherheit behaftet sind; aufgrund der begrenzten

Stichprobe ist es nicht moglich, dass das VaR-

Modell in jedem Fall das vorgegebene Konfidenz-

niveau erreicht (BASLER AUSSCHUSS FUR

BANKENAUFSICHT (1996b), S. 6f.).

Die wichtigsten Vorschriften der EBK zur

Durchfithrung von Backtestings sind (EBK-RS

97/1, RZ 154):

1. Das Backtesting muss auf einem VaR-Modell
beruhen, das den Anforderungen an ein inter-
nes Modell geniigt. Der einzige Unterschied
ist, dass nicht eine Halteperiode von zehn Ta-
gen, sondern eine eintédgige Halteperiode zu
unterstellen ist.

2. Das tatsichliche Handelsergebnis kann durch
eine Neubewertung des am Vortag gehaltenen
Portfolios berechnet werden; bei diesem Vor-
gehen werden die Gewinne und Verluste aus
dem Intraday-Handel vernachlissigt.

3. Die zu verwendende Stichprobe setzt sich aus
den 250 vorangehenden, eintigigen Halteperi-
oden zusammen.

Im folgenden werden fiir zwei fiktive Anleihen-
portfolios beispielhaft Backtestings gemiss diesen
EBK-Vorgaben durchgefiihrt.

6.2 Aufbau des Backtesting

Wir fithren das Backtesting beispielhaft fiir zwei

Portfolios durch, die aus fiktiven Nullcouponan-

leihen zusammengesetzt sind. Die Bewertung der

Anleihen wird mit den in Abschnitt 3 beschriebe-

nen Zinskurven durchgefiihrt, die auf Daten des

Euro- und Swapmarktes beruhen. Die Ausgangs-

situation ist fiir beide Portfolios gleich: Es werden

CHF 100 Mio gleichgewichtet in zwolf fiktive

Nullcouponanleihen investiert, d.h. je CHF 8.33

Mio. Die Laufzeiten dieser Anleihen sind beim

Start der ersten Halteperiode folgende: 1 Tag, 1

Woche, 1 Monat, 3 Monate, 6 Monate, 12 Mo-

nate, 2 bis 5 Jahre, sowie 7 und 10 Jahre. Nach

der ersten Halteperiode werden die zwei Portfo-
lios folgendermassen zusammengesetzt:

e Portfolio 1 (Tégliche Reinvestition): Das
Portfolio wird téglich, d.h. am Ende jeder
Halteperiode verkauft. Der Erlos wird gleich-
gewichtet in zwolIf fiktive Nullcouponanleihen
mit den obgenannten Laufzeiten reinvestiert.

e Portfolio 2 (Reinvestition bei Verfall): Die
fiktiven Nullcouponanleihen werden bis Ver-
fall gehalten. Der bei Verfall zuriickbezahlte
Nennwert wird in die fiktive Nullcouponanlei-
he der urspriinglichen Laufzeit reinvestiert.

Aufgrund der tiglichen Reinvestition weist das

erste Portfolio eine im Zeitablauf konstante Dura-

tion auf, d.h. die Risikostruktur des Portfolios ist
immer dieselbe. In der Realitdt dndert sich die
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Portfoliozusammensetzung und damit die Risiko-
struktur natiirlich permanent. Dies wird beispiel-
haft in Portfolio 2 mit einer einfachen buy-and-
hold-Strategie abgebildet. Ein Vergleich dieser
beiden Portfolios wird Riickschliisse auf die Aus-
wirkungen unterschiedlicher Portfoliozusammen-
setzungen auf die Backtesting-Resultate und da-
mit auf den zu erwartenden Multiplikationsfaktor,
der in die Berechnung der Eigenmittel einfliesst,
zulassen.

Das Backtesting durchliuft nun fiir jede Haltepe-

riode die drei folgenden Schritte:

1. Zu Beginn der Halteperiode wird mit dem
Faktor-Normal- und mit dem Faktor-GARCH-
Modell je ein VaR fiir die beiden Portfolios
bestimmt.

2. Am Ende der Halteperiode werden die Portfo-
lios bewertet und die tatsdchlichen Gewinne
und Verluste festgestellt.

3. Die tatsdachlichen Gewinne bzw. Verluste wer-
den mit den VaRs verglichen um festzustellen,
ob Ausnahmen vorliegen oder nicht.

Die Parameter der beiden VaR-Modelle werden
wochentlich auf Basis von Wochendaten neu ge-
schitzt. Mit anderen Worten bleiben die Modell-
parameter iiber fiinf Halteperioden hinweg kon-
stant. Fiir das erstmalige Schitzen der Modellpa-
rameter werden die 135 Zinskurvenverdnderungen
der Periode 8.1.1988 bis 10.8.1990 verwendet.
Anschliessend wird die Stichprobe fiir die Schit-
zung der Modellparameter wochentlich um eine
Beobachtung verlingert.

Die Backtesting-Stichprobe umfasst die Zinskur-
ven vom 10.8.1990 bis zum 25.4.1997. Daraus
lassen sich insgesamt 1'750 eintégige Halteperi-
oden bilden. Diese konnen wiederum in sieben
nicht-iiberlappende Backtesting-Stichproben mit
einem von der EBK geforderten Umfang von 250
Beobachtungen unterteilt werden. Damit liegen
sieben unabhingige Backtesting-Ergebnisse vor,
die exemplarisch zeigen, wie sich die Resultate
von Backtestings im Zeitablauf verdndern konnen.

6.3 Backtesting-Ergebnisse

Die fiir die 1'750 Halteperioden mit dem Faktor-
Normal- und dem Faktor-GARCH-Modell be-
rechneten VaRs und die tatsichlichen Handelser-
gebnisse der beiden Portfolios sind in den Abbil-
dungen 8 und 9 wiedergegeben. Die tatsichlichen
Wertinderungen der Portfolios schwanken in bei-
den Fillen relativ stark um ihren Mittelwert von
nahe bei Null. Wie nicht anders zu erwarten, liegt
der bei einem Konfidenzniveau von 99% zu er-
wartende maximale Verlust (VaR) in der Regel
deutlich unter der tatsichlichen Wertinderung der
Portfolios. Der mit dem Faktor-Normal-Modell
fiir Portfolio 1 berechnete VaR ist iiber die ganze
Stichprobe von August 1990 bis April 1997 weit-
gehend stabil, wobei ein leicht fallender Trend zu
beobachten ist (Abbildung 8). Der Wertebereich
der VaRs liegt zwischen CHF 282'678 und CHF
383'101 (Tabelle 7). Im Fall von Portfolio 2 weist
der mit dem Faktor-Normal-Modell bestimmte

Tabelle 7: Wertebereiche der Value at Risks

Value at Risk in CHF

Portfolio 1 (tigliche Reinvestition)

Portfolio 2 (Reinvestition bei Verfall)

Faktor-Normal- Faktor-GARCH- Faktor-Normal- Faktor-GARCH-
Modell Modell Modell Modell
Minimum 383'101 667'700 291'759 594'549
Mittelwert 339'486 322280 204'106 193'568
Maximum 282'678 196'558 137'891 121'490
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VaR einen zackenformigen Verlauf auf (Abbil-
dung 9). Dieser riihrt daher, dass die im Portfolio
gehaltenen Anleihen erst bei Verfall reinvestiert
werden. Dies hat zur Folge, dass die Zinssensiti-
vitdt (Duration) des Portfolios laufend abnimmt;
wenn jedoch eine ausgelaufende Anleihe wieder in
die urspriingliche Laufzeit investiert wird, steigt
die Duration sprunghaft an. Als Folge davon er-
hoht sich der VaR von Portfolio 2 ebenfalls
sprunghaft. Im Schnitt ist jedoch die Duration von
Portfolio 2 tiefer als jene von Portfolio 1, weshalb
die ermittelten VaR’s in einem tieferen Wertebe-
reich liegen als bei Portfolio 1, ndmlich zwischen
CHF 137891 und CHF 291'759 (Tabelle 7). Das
Faktor-GARCH-Modell liefert VaRs, die im
Zeitablauf deutlichen Schwankungen unterliegen.
Darin widerspiegelt sich die Zeitvariabilitit der
bedingten Volatilititen der Zinskurvenfaktoren
sowie der bedingten Korrelation zwischen den
beiden Risikofaktoren. Entsprechend ist auch der
Wertebereich der VaRs grosser als beim Faktor-
Normal-Modell; bei Portfolio 1 nehmen die VaRs
Werte zwischen CHF 196'558 und CHF 667700
ein und bei Portfolio 2 zwischen CHF 121490
und CHF 594549 (Tabelle 7).

Auffallend ist, dass sich die mit dem Faktor-
GARCH-Modell bestimmten VaRs um jene des
Faktor-Normal-Modells bewegen. Entsprechend
fithren beide Modelle zu dhnlichen durchschnittli-
chen VaRs; mit dem Faktor-Normal-Modell be-
tragt dieser fiir Portfolio 1 (Portfolio 2) CHF
339'486 (CHF 204'106) und mit dem Faktor-
GARCH-Modell CHF 3227280 (CHF 193'568).
Diese bloss geringen Abweichungen diirften auf
zwel sich gegenseitig weitgehend neutralisierende
Effekte zuriickzufiihren sein. Einerseits erhohte
die Beriicksichtigung der bedingten Korrelation
zwischen den Faktoren im Faktor-GARCH-
Modell im Mittel den VaR, da die bedingte Kor-
relation in der Stichprobe mehrheitlich positiv war
(Abbildung 7). Andererseits wurden mit dem
Faktor-Normal-Modell im Schnitt héhere Volati-
litditen geschitzt als mit dem Faktor-GARCH-
Modell, was zu hoheren VaRs mit dem Faktor-
Normal-Modell fiihrte.

Aus den Abbildungen 8 und 9 sind die im Backte-
sting aufgetretenen Ausnahmen ersichtlich, d.h.
die Fille, in denen der tatsiichliche Verlust des
Portfolios den zu Beginn der Halteperiode be-
rechneten VaR iibersteigt.[15] Genauere Informa-
tionen zu den aufgetretenen Ausnahmen finden
sich in Tabelle 8. Uber alle 1750 eintiigigen Hal-
teperioden fithren das Faktor-Normal- wie auch
das Faktor-GARCH-Modell bei beiden Portfolios
zu mehr als den zu erwartenden 17 bis 18 Aus-
nahmen (1% der Fille). Dies bedeutet, dass beide
Modelle den VaR tendenziell unterschitzen. Die
Backtesting-Resultate unterscheiden sich sowohl
hinsichtlich der Portfolios wie auch der VaR-
Modelle. So treten bei Portfolio 1 mit beiden Mo-
dellen deutlich mehr Ausnahmen auf als bei Port-
folio 2. Die Portfoliozusammensetzung kann so-
mit einen splirbaren Einfluss auf die Backtesting-
Ergebnisse haben. Das Faktor-GARCH-Modell
filhrt insbesondere bei Portfolio 1 zu mehr Aus-
nahmen als das Faktor-Normal-Modell. Dies ist
insofern erstaunlich, als das Faktor-GARCH-
Modell die Zinskurvendynamik besser abzubilden
vermag als das Faktor-Normal-Modell (Abschnitte
4.2 und 5). Ein moglicher Grund dafiir ist folgen-
der: Mit dem Faktor-GARCH-Modell werden in
Phasen ohne grosse Zinsdnderungen tiefe Volati-
litdten fiir die Zinskurvenfaktoren geschitzt. Da
diese nicht nur auf lange Sicht, sondern vermutlich
auch bedingt leptokurtisch verteilt sind, unter-
schitzt das Faktor-GARCH-Modell in solchen
Phasen die Wahrscheinlichkeit eines grossen Zins-
schocks und des damit verbundenen Portfoliover-
lusts, da es von bedingt normalverteilten Zinskur-
venfaktoren ausgeht. Das Faktor-Normal-Modell
geht dagegen immer von durchschnittlichen Vola-
tilititen der Zinskurvenfaktoren aus und liefert
damit VaRs, die auch nach einer ruhigen Phase bei
grosseren Zinsschocks den Wertverlust des Port-
folios in der Regel iibersteigen. Die Backtesting-
Ergebnisse des Faktor-GARCH-Modells konnten:
somit allenfalls verbessert werden, wenn anstelle
der bivariaten Normalverteilung von einer biva-
riaten t-Verteilung fiir die Faktorschocks iiber die
nédchste Halteperiode ausgegangen wiirde.
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Tabelle 8: Entwicklung der Backtesting-Ergebnisse im Zeitablauf

Anzahl Ausnahmen
Portfolio 1 (tdgliche Reinvestition) Portfolio 2 (Reinvestition bei Verfall)
Backtesting-Periode Faktor-Normal- Faktor-GARCH- Faktor-Normal- Faktor-GARCH-
Modell Modell Modell Modell
10.8.90 - 26.7.91 1 1 0 1
26.7.91 - 10.7.92 3 4 3 3
10.7.92 - 25.6.93 3 2 1 0
25.6.93 - 10.6.94 5 8 4 4
10.6.94 - 26.5.95 1 0 2 2
26.5.95 - 10.5.96 8 11 5 5
10.5.96 - 25.4.97 3 3 5 6
Total 24 29 20 21

Erwartete Anzahl Ausnahmen:
- pro Subperiode: 2-3 Ausnahmen
- iiber Gesamtperiode: 17-18 Ausnahmen

In Tabelle 8 sind weiter die Ergebnisse fiir die sie-
ben Subperioden a je 250 Halteperioden aufge-
fiihrt. Insbesondere bei Portfolio 1 unterscheiden
sich die Backtesting-Ergebnisse in den Subperi-
oden zum Teil deutlich. Bei fiinf der sieben Sub-
perioden wiirde fiir Portfolio 1 ein Multiplikati-
onsfaktor von 3 zur Anwendung kommen, den die
EBK bei dieser Stichprobengrosse fiir bis zu vier
Ausnahmen zubilligt (Tabelle 6). In der Periode
vom 25.6.93 bis 10.6.94 fallen mit dem Faktor-
Normal-Modell 5 Ausnahmen an, was einen Mul-
tiplikationsfaktor von 3.4 nach sich ziehen wiirde;
das Faktor-GARCH-Modell generiert in dieser
Periode sogar 8 Ausnahmen, was zu einem Multi-
plikationsfaktor von 3.75 fiihren wiirde. Ebenfalls
erhohte Multiplikationsfaktoren kdmen in der Pe-
riode vom 26.5.95 bis 10.5.96 zur Anwendung:
Den 8 mit dem Faktor-Normal-Modell generierten
Ausnahmen entspriche der Faktor 3.75 und den
I1 mit dem Faktor-GARCH-Modell generierten
Ausnahmen der hochste Faktor 4. Bei Portfolio 2
kdme in den ersten fiinf Zeitperioden mit beiden
VaR-Modellen ein Multiplikationsfaktor von 3 zur
Anwendung. In den letzten beiden Stichproben

wire aufgrund der jeweils fiinf aufgetretenen Aus-
nahmen (bzw. 6 Ausnahmen mit dem Faktor-
GARCH-Modell in der letzten Zeitperiode) mit
einem Multiplikationsfaktor von 3.4 (bzw. 3.5) zu
rechnen. Ein Vergleich der beiden Portfolios in
den verschiedenen Zeitperioden zeigt, dass eine
erhohte Anzahl Ausnahmen u.a. auch von der
Portfoliozusammensetzung abhingen kann. So
tibersteigt z.B. in der Periode vom 25.6.93 bis
10.6.94 nur Portfolio 1 und in der Zeitperiode
vom 10.5.96 bis 25.4.97 nur Portfolio 2 die tole-
rierten vier Ausnahmen.

Aufgrund der hier vorgenommenen, beispiclhaften
Backtestings konnen insgesamt folgende Punkte
festgehalten werden. Zunichst kann die Portfolio-
zusammensetzung die Backtesting-Ergebnisse mit-
unter spiirbar beeinflussen und es ist moglich, dass
sich die Backtesting-Ergebnisse im Zeitablauf
massiv verdndern. Dies gilt es beim Aufbau eines
internen Modells zur Ermittlung der notwendigen
Eigenmittel fiir die Unterlegung von Marktrisiken
zu beachten. Zweitens schneidet das Faktor-
GARCH-Modell beim Backtesting schlechter ab
als das Faktor-Normal-Modell. VaR-Modelle
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diirfen jedoch nicht allein aufgrund solcher Back-
testings beurteilt werden. Dagegen spricht schon
allein, dass die Unterschiede zwischen den Mo-
dellen durch die Portfolioabhidngigkeit der Back-
testing-Resultate iiberlagert werden. Zudem ist
nicht nur die Anzahl Ausnahmen wichtig, sondern
auch Hohe und Verlauf der VaRs im Zeitablauf.
So fiihrt das Faktor-GARCH-Modell in Phasen
geringer Volatilitit zu tieferen VaRs und entspre-
chend tieferen Eigenmittelanforderungen; bei ho-
hen Volatilititen zeigt es dagegen mit nur geringer
Verzogerung die gestiegenen Risiken in Form ho-
herer VaRs an. Im allgemeinen weist das Faktor-
GARCH-Modell somit Eigenschaften auf, die je-
nen des Faktor-Normal-Modells iiberlegen sind;
diese Aussage deckt sich mit der in den Ab-
schnitten 4.2 und 5 gewonnenen Erkenntnis,
dass das Faktor-GARCH-Modell die Zinskur-
vendynamik besser abzubilden vermag. Es scheint
somit lohnenswert, die beim Ubergang von tiefen
zu hohen Volatilititen auftretenden Probleme des
Faktor-GARCH-Modells, die sich negativ auf die
Backtesting-Ergebnisse niederschlagen, in der an-
gesprochenen Richtung zu l6sen zu versuchen.
Abschliessend sei darauf hingewiesen, dass es un-
klar ist, inwieweit die Verwendung eines einfa-
chen Bewertungsmodells, ndmlich des Dura-
tionansatzes, die Backtesting-Resultate beein-
flusst.

7. Schlussfolgerungen

Der Messung von Zinsrisiken kommt eine beson-
dere Bedeutung zu: Erstens hat die in den letzten
Jahren zeitweise hohe Zinsvolatilitit auch die auf
festverzinslichen Anlagen bestehenden Risiken
bewusst werden lassen. Zweitens zeichnen sich
Zinsrisiken dadurch aus, dass sie nicht aus einem
Risikofaktor, sondern aus einer Vielzahl von Zins-
siatzen verschiedener Laufzeiten herrithren. Um
ein handhabbares Modell zu erhalten, muss die
Anzahl der in die Analyse einbezogenen Zinssitze
— mit moglichst wenig Informationsverlust — ein-
geschrankt werden. Wir zeigen, dass mit einer

Faktoranalyse die Anzahl der Zinsrisikofaktoren
auf zwei reduziert werden kann.

Basierend auf den zwei Zinskurvenfaktoren haben
wir zwei Modellvarianten zur Bestimmung des
VaR auf Anleihen betrachtet. In der ersten Vari-
ante, dem Faktor-Normal-Modell, wird von zei-
tinvariant, unabhidngig normalverteilten Faktoren
ausgegangen. Mit diesem einfachen Modell sind
verschiedene Probleme verbunden: Erstens ist die
unbedingte Verteilung der empirisch bestimmten
Faktoren nicht normal; diese weisen insbesondere
eine hohere Kurtosis auf als normalverteilte Zu-
fallsvariablen. Zweitens wird fir die bedingte
Verteilung von einer Korrelation von Null ausge-
gangen, was eine grobe Vereinfachung darstellt.
Drittens wird dem empirisch beobachtbaren Um-
stand nicht Rechnung getragen, dass sich sowohl
die Volatilititen wie die Korrelationen der Zins-
differenzen und damit auch der Faktoren im
Zeitablauf dndern. Als Alternative wird deshalb
ein Faktor-GARCH-Modell vorgeschlagen, wel-
ches fiir die bedingte Verteilung der beiden
Zinskurvenfaktoren  von  einem  bivariaten
GARCH(1,1)-Prozess mit normalverteilten Fak-
tor-Schocks ausgeht. In der unbedingten Vertei-
lung der Faktoren fiihrt dies zu einer gewissen
Uberschuss-Kurtosis. Diese ist jedoch gemessen
an der beobachteten Kurtosis der Zinsdifferenzen
zu gering, wie die Ergebnisse einer Monte Carlo
Simulation zeigen. Weiter wird die bedingte Kor-
relation im Faktor-GARCH-Modell nicht auf Null
restringiert, sondern wie die Volatilititen als
zeitabhingig modelliert. Die empirische Schit-
zung dieses Modells zeigt, dass die bedingten
Volatilititen und Korrelationen im Zeitablauf tat-
sidchlich erheblichen Schwankungen unterworfen
sind und dass das Faktor-GARCH-Modell beziig-
lich der Zinskurvendynamik einen hoheren Erkla-
rungsgehalt aufweist als das Faktor-Normal-
Modell.

Die beispiclhaft durchgefithrten Backtestings mit
zwei fiktiven, aus Nullcouponanleihen gebildeten
Portfolios zeigen folgendes: Erstens kann die Zu-
sammensetzung des Portfolios einen Einfluss auf
die Backtesting-Ergebnisse haben. Zweitens kon-
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nen die Backtesting-Ergebnisse im Zeitablauf
deutlichen Schwankungen unterliegen. Drittens
stellen sich fiir das Faktor-GARCH-Modell die
Ubergiinge von tiefen zu hohen Volatilititen als
problematisch dar, weil dann die Wahrscheinlich-
keit grosser Portfolioverluste unterschitzt wird.
Dieses Problem kann méglicherweise durch die
Verwendung einer leptokurtischen bedingten
Verteilung wie z.B. der r-Verteilung entschirft
werden. Im allgemeinen fihrt das Faktor-
GARCH-Modell den Zinsrisiken jedoch besser
nach als das Faktor-Normal-Modell, als es in Pha-
sen hoher Volatilitit zu grosseren und bei tiefen
Volatilititen zu geringeren Eigenmittelanforde-
rungen fiihrt.

368 Finanzmarkt und Portfolio Management — 12. Jahrgang 1998 — Nr.3



J. Tobler und R. Walder: Die Modellierung von Zinsrisikofaktoren in einem Value-at-Risk-Modell

Fussnoten

[11 Veroffentlicht als Verordnung iiber die Banken und
Sparkassen, Anderung vom 8. Dezember 1997,
SR952.02.

{2] Rundschreiben der Eidg. Bankenkommission: Richt-
linien zur Eigenmittelunterlegung von Marktrisiken,
Art. 121-12p BankV (REM-EBK), vom 22. Oktober
1997.

[3] Riskmetrics setzt z.B. exponentiell gewichtete, glei-
tende Durchschnitte ein. Bei diesem Verfahren
kommt den jiingsten Daten das grosste Gewicht zu,
wihrenddem #lteren Daten ein exponentiell abneh-
mendes Gewicht zugewiesen wird. Fiir eine Diskussi-
on gleitender Durchschnitte siche etwa ALEXAN-
DER (1997) oder ENGLE/MEZRICH (1996).

[4] Die Modellierung der Zeitabhingigkeit der bedingten
Korrelation ist nur moglich, weil wir uns auf die
Zinsrisiken in einer Wahrung beschrénken. Bei der
Bestimmung eines unternehmensweiten VaR ist die
Anzahl der Risikofaktoren dagegen zu gross, um ein
multivariates GARCH-Modell zu schiitzen. In diesem
Fall kann jedoch eine bedingte Korrelation von Null
zwischen den mit einer Faktoranalyse bestimmten Ri-
sikofaktoren unterstellt werden, was die Verwendung
univariater GARCH-Modelle zur Beschreibung der
Zeitabhingigkeit der Varianzen der Risikofaktoren
erlaubt. Eine solche Vorgehensweise schlagen
ALEXANDER/CHIBUMBA (1996) vor.

[5] Die Vernachldssigung der erwarteten Wertinderung
der Anleihe erscheint vertretbar, als diese in der Re-
gel wesentlich kleiner als deren Standardabweichung
ist. Wir berechneten fiir die zwei in Abschnitt 6 be-
trachteten Anleihenportfolios deren erwarteten Wert-
dnderungen mit einem um den Zeiteffekt sowie die
erwartete Renditednderung erweiterten VaR-Modell.
Im Schnitt betrug die erwartete Wertdnderung der
Portfolios nur 10%-15% der Standardabweichung,
die mit einem Faktor 2.33 in den VaR eingeht.

[6] Zitiert nach ENGLE/KRONER (1995), S. 127, woran
sich auch die Notation fiir die Schitzparameter an-
lehnt.

[717 ENGLE/KRONER (1995), S. 131. Im weiteren ist der
bivariate GARCH(1,1)-Prozess in (8) stationér, wenn
die Bedingungen
oy, +B, <1
0‘%2,2 + Bgz,z <l
erfiillt sind. Eine Verletzung dieser Bedingungen be-
deutete, dass die bedingten Varianzen explodieren,
d.h. zu einem unendlichen Wert konvergieren. Die in
Abschnitt 4.2 geschitzten Parameter erfiillen diese
Bedingungen.

[8] Quelle: Datastream

191
[10]

[11]

[12]
[13]
[14]

[15]

UBERLA (1971), S. 125

Die Likelihood-Ratio wird als doppelte Differenz der
Loglikelihood-Funktionswerte der beiden Modelle
gebildet. Diese betragen —1044.11 fiir das unrestrin-
gierte und —1068.25 fiir das restringierte Modell. Die
Likelihood-Ratio folgt einer Chiquadratverteilung mit
vier Freiheitsgraden, da vier Parameter des Faktor-
GARCH-Modells auf Null restringiert werden.

Die durch das bivariate GARCH(1,1)-Modell impli-
zierte unbedingte Varianz-Kovarianz-Matrix der
Zinskurvenfaktoren lisst sich analytisch aus den ge-
schiitzten Parametern berechnen. Die entsprechenden
Formeln lauten:

2 2
- Y1+ Y
o1 =

2 2

-0y — Bii2
- _ o122
On =

1= 0415000 = Br112Bas

2

pu T2
Oon =

2 2
-0, - B2,

Dabei bezeichnen G611 bzw. 62 die unbedingten Va-
rianzen des ersten bzw. zweiten Zinskurvenfaktors

und o2 die unbedingte Kovarianz zwischen den bei-
den Zinskurvenfaktoren.

Eine dhnliche Simulation wurde etwa von VETZAL
(1997) fiir den Kurzfristzinssatz durchgefiihrt.

Zur Simulation korrelierter Zufallsvariablen siehe
z.B. RIPLEY (1987), S. 98.

Die EBK-Vorschriften iiber das Backtesting finden
sich in EBK-RS 97/1, RZ 150ff.

Die VaRs sind in den Abbildungen 8 und 9 als nega-
tive Werte wiedergegeben, da sie mit den erzielten
Portfolioverlusten verglichen werden. Ublicherweise
wird ein VaR dagegen als positive Zahl ausgewiesen,
weshalb dies auch in den Tabellen und im Text so
gemacht wird.
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