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Heath, Jarrow, Morton Made Easy:
Zur priferenzfreien Bewertung

von Swaptions

1. Einleitung

Der hier vorgestellte Aufsatz liefert eine einfache
Methodik zur Anwendung des Modells von HIM
zur Bewertung von Zinsderivaten. Das Modell
wird in diesem Aufsatz zur Bewertung von Swap-
tions eingesetzt. Dabei handelt es sich um extrem
hoch kapitalisierte Zinsinstrumente. Sie sind rela-
tiv komplex und schwierig zu bewerten. Viele
Banken stiitzen das Risikomanagement ihrer
Swaptions auf das Modell von BLACK (1976),
welches allerdings fiir Optionen auf Commodities
konstruiert wurde. Da sich die stochastischen Ei-
genschaften von Swapsitzen stark von denen von
Commodities unterscheiden, liegt es nahe, die
moderne Literatur zu Zinsstrukturmodellen anstatt
des Black-Modells einzusetzen.

Der weltweite Markt fiir Zinsswaps ist in den
letzten 10 Jahren mit einer enormen Dynamik ge-
wachsen. Zinsswaps nehmen eine dominierende
Rolle zur Absicherung von Zinstransaktionen aller
Art ein. Gemiiss einem Uberblick der International
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Swaps and Derivatives Association (ISDA) ist das
Handelsvolumen von Zinsswaps von 387 Mrd.
US-$ 1987 auf iiber 12 Billionen US-$ weltweit
angestiegen. Optionen auf Swaps, sog. Swaptions,
sind wegen ihrer Abhingigkeit von komplexen
Risiken aus der Zinsstruktur schwierig zu bewer-
ten. Trotz threr erheblichen Bedeutung auf den
Kapitalmirkten ist das Problem der Bewertung
von Swaptions, und damit auch ihres Risikomana-
gements, bisher wenig diskutiert. Ein Grund dafiir
ist, dass Zinsverdnderungen im Gegensatz zu Ver-
dnderungen von Aktienkursen oder Warenpreisen
nicht als lognormalverteilt angenommen werden
konnen. So ist die erwartete Zinsverinderung im
Gegensatz zur erwarteten Aktienkursverdnderung
vom derzeitigen Niveau des Zinssatzes abhingig.
Bei einem hohen Zinsniveau wird tendenziell mit
fallenden Zinssétzen, bei einem niedrigen Zinsni-
veau eher mit steigenden Zinssitzen gerechnet.[1]
Das zur Bewertung von Swaptions iiblicherwei-
se[2] eingesetzte Modell von BLACK (1976) un-
terstellt unrealistischerweise lognormalverteilte
Veridnderungen der Swapsitze. Die Literatur zu
den Zinsstrukturmodellen verspricht bessere Be-
wertungsverfahren.

Zinsstrukturmodelle waren in den spdten 70er und
bis Mitte der 80er Jahre durch am intertempo-
ralen CAPM von MERTON (1973 b) orientierte
Gleichgewichtsmodelle geprdgt. Als urspriingli-
cher Ansatz darf sicher das Modell von VASICEK
(1977) genannt werden. Neben vielen anderen,
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wichtigen Gleichgewichtsmodellen zur Zinsstruk-
tur hat sich der Ansatz von COX, INGERSOLL
und ROSS (1985) etabliert. Erst spiter gewannen
Arbitragemodelle der Zinsstruktur an Gewicht.
Dabei griff man auf die Erkenntnisse der Options-
preistheorie von MERTON (1973 a) und BLACK,
SCHOLES (1973)[3] zuriick. Betrachtet man
zinsabhiingige Wertpapiere als Zinsderivate, ist im
Prinzip die Optionspreistheorie anwendbar, aller-
dings mit gewichtigen Unterschieden: Anders als
die Basispapiere beim Black-Scholes Modell, z.B.
Aktienrenditen, folgen Zinssdtze nicht Wiener-
prozessen. Die iibliche Annahme fiir den Zinssatz-
prozess unterstellt Mean Reversion, d.h. Prozesse,
die eine Tendenz zum Mittelwert aufweisen. Einen
typischen Prozess, der diese Annahme verwendet,
bezeichnet man als Ornstein-Uhlenbeck Prozess.
Er wurde von VASICEK (1977) in die Finanz-
markttheorie eingefiihrt. Dariiber hinaus unter-
scheiden sich Zinsderivate (darunter fallen auch
Bonds) von Aktienderivaten dadurch, dass die
Veridnderung eines Zinssatzes oder einer Forward-
rate eine Verschiebung der gesamten Zinsstruktur
zur Folge hat. Das erste Modell, welches einen
arbitragefreien Prozess fiir die gesamte Zins-
struktur aufstellt, ist das Modell von HO und LEE
(1986). Dabei wird im Gegensatz zu den Gleich-
gewichtsmodellen von COX, INGERSOLL und
ROSS (1985) die am Markt beobachtete Zins-
struktur als gegeben angenommen. Verinderun-
gen der Zinsstruktur miissen mit der beobachteten
Zinsstruktur kompatibel (im Sinne von arbitrage-
frei) sein. Mean Reversion wurde erst von HULL
und WHITE (1993) und in verallgemeinerter
Form von HEATH, JARROW und MORTON
HIM)[41 (1990, 1991 und 1992) in den Zins-
prozess integriert. Dabei ist das HIM Papier von
1992 eine umfassende Version des Modells in
kontinuierlicher Zeit, das Modell von 1990 ein
Ansatz in diskreter Zeit. Praktisch implementier-
bar sind beide Modelle nur schwierig. Zum einen
aus numerischen Griinden auf die abschliessend
noch zu kommen sein wird — zum zweiten, weil es
sich um analytisch komplexe Ansitze handelt.
Vielleicht aus diesem Grund lieferten HIM (1991)

eine vereinfachte Version ihres Modells, die aber
konkrete Schritte der Implementierung ausspart.
Auch im deutschen Sprachraum sind Aufsitze zur
Zinsstruktur zu nennen. Der Aufsatz von STEI-
NER, MEYER und LUTTERMANN (1994) lie-
fert eine gut strukturierte Anweisung zur Umset-
zung des Modells von HO und LEE (1986). Das
HULL und WHITE (1993 a und b) Einfaktormo-
dell wird in einem Papier von BUHLER (1994)
abgehandelt und einigen empirischen Tests unter-
zogen. Eine Erweiterung erfihrt das Ho und Lee
Modell durch den Aufsatz von SANDMANN und
SCHLOGL (1996). Den Preisunterschied zwi-
schen Zinsforwards und -futures untersuchen, ge-
stiitzt auf das Modell von HO und LEE (1986),
BERENDES und BUHLER (1994) und MAD-
JLESSI und SCHLAG (1996).

Im vorliegenden Artikel wird das Modell von
HIM (1990, 1991, 1992) einfach dargestellt und
auf die Bewertung von Swaptions angewendet. Im
Buch von JARROW (1996)[5] findet man eine
kompliziertere Darstellung des gleichen Problems.
Eine bedeutende Verbesserung von HIM gegen-
iiber HO und LEE (1986)[6] besteht darin, dass
neben der Modellierung stochastischer Zinsverin-
derungen auch stochastische Zinsvolatilitdtsverdn-
derungen einbezogen werden konnen. Im vorlie-
genden Papier soll nach einigen grundsétzlichen
Ausfiihrungen zur arbitragefreien Bewertung im
zweiten Abschnitt das Modell von HIM in Ab-
schnitt 3 dargestellt werden. In den Abschnitten 4
und 5 wird das HIM Modell zur Illustration auf
die Bewertung von Zerobond-Optionen ange-
wandt. Im sechsten Abschnitt wird die Funkti-
onsweise von Swaptions und ihre Bewertung mit
dem klassischen Modell von BLACK (1976) dar-
gelegt. In Abschnitt 7 wird die Receiver-Payer
Swaption Paritét hergeleitet. Abschnitt 8 zeigt,
welches Resultat fiir den Wert einer Swaption im
Rahmen des Modells von HIM (1990) erzielt
wird. Beide Ergebnisse der verschiedenen Bewer-
tungsverfahren werden hier miteinander vergli-
chen. Die Arbeit wird durch einen zusammenfas-
senden Abschnitt abgeschlossen.
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2. Arbitragerelationen zwischen dem Spot-
und Forwardmarkt fiir Zinssitze

Das Modell von HIM (1990) ist ein Arbitragemo-
dell zur Modellierung der Zinsstrukturkurve.
Damit setzt es am binomialen Optionsbewertungs-
ansatz von COX, ROSS und RUBINSTEIN
(1979) an, und tbertrdgt ihn auf die Bewertung
von zinssensitiven Finanzinstrumenten. Im Anhang
ist das Bewertungsverfahren des Binomialmodells
und das risikoneutrale Bewertungsprinzip an ei-
nem Beispiel veranschaulicht.

Das einfachste HIM Modell ist ebenso wie der
Ansatz von COX, ROSS und RUBINSTEIN
(1979) ein binomiales Bewertungsmodell. Man
spricht von einem Einfaktormodell der Zinsstruk-
tur, weil eine Auf- oder Abwirtsbewegung nur
von einem Risikofaktor abhéngig ist (z.B. von der
Volatilitdt der Forwardrates). Fiir die Implemen-
tierung eines Zweifaktormodells ist mindestens ein

trinomiales Bewertungsmodell notwendig.  Allge-
mein gilt, dass man zur Modellierung jedes zu-
satzlichen Risikofaktors einen zusitzlichen ,,Ast*
im Bewertungsgitter einsetzen muss.[7] Der me-
thodische Unterschied zwischen der Bewertung
von Optionen auf einzelne Aktien und der Bewer-
tung von zinssensiblen Wertpapieren besteht dar-
in, dass es nicht geniigt, einen binomialen Prozess
fiir einen einzelnen, risikobehafteten Aktienkurs
zu modellieren. Verschiebungen von Zinssitzen in
einem bestimmten Fristensegment haben zwangs-
ldufig Verschiebungen von Zinssitzen mit anderen
Fristen zur Folge, wenn die Arbitragefreiheit der
Fristenstruktur gewihrleistet bleiben soll. Deshalb
beziehen sich binomiale Auf- oder Abwiértsbewe-
gungen nicht auf einzelne Zinssitze, sondern auf
die gesamte Zinsstruktur (Abbildung 1). Das Pro-
blem der Modellierung der Zinsstruktur ist damit
analytisch wesentlich aufwendiger als die Model-
lierung eines Aktienkursprozesses.

Abbildung 1: Ein binomiales Modell fiir die Fristenstruktur der Zinssiitze. Angelehnt an Ho und Lee (1986, S. 1015)
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Die Grundlage des Modells von HIM (1990) sind
die Arbitragerelationen der Spot- und Forward-
rates, die im vorliegenden Abschnitt kurz zusam-
mengefasst werden sollen. Eine Besonderheit des
Ansatzes von HIM besteht darin, dass der Prozess
der Forwardrates modelliert wird, weil aus den
Forwardrates die Spotrates unmittelbar bestimmt
werden konnen. Dieses Vorgehen steht im Gegen-
satz zum Ansatz von HULL und WHITE (1993 a),
die die Shortrate modellieren. HO und LEE
(1986) bestimmen den diskreten Prozess der Zero-
bondpreise. Dennoch sind alle drei Ansitze Aqui-
valent, weil man durch Arbitragerelationen sowohl
die Zerobondpreise wie auch die Spotrates aus
den Forwardrates bestimmen kann. Die annuali-
sierte, stetige Spotrate fiir die Laufzeit von t bis T
sei ryr, die annualisierte Forwardrate zum Zeit-
punkt t fiir einen Kontrakt mit der Laufzeit von T
bis T sei f., der Preis eines Zerobonds mit einem

Nominalwert von 1 CHF und einer Laufzeit von t
bis T sei P;r. Dann ergibt sich der Preis eines
Zerobonds als abgezinster Wert seines Payoffs:

InP,
(T-1)

_ o (T-D)r, —
P =¢ TS rp=-—

)

Zur Bestimmung der Forwardrate aus zwei
Spotrates kann eine einfache Arbitrageiiberlegung
beitragen. Angenommen der stetige zweijdhrige
Zinssatz 1, sei 6.5% pro Jahr, der stetige einjihri-
ge Zinssatz ry; sei 6%. Dann erhélt man aus einem
zweijdhrigen Investment von 100 CHF

100-e**°® =113388.

Dieser Betrag muss exakt demjenigen Betrag ent-
sprechen, der sich ergibt, wenn man 100 CHF fiir
ein Jahr zu 6% anlegt, und gleichzeitig einen For-
wardkontrakt abschliesst, der die Anlage des Gel-
des in der zweiten Periode zu bereits heute be-

kannten Konditionen ermoéglicht. Damit muss
gelten:

100-e"* -e"* =11388 < f,,, = 7.0%

Eine von 7.25% abweichende Forwardrate fiihrt
zu Arbitragemoglichkeiten, die zu Anpassungen
auf den Kapitalmirkten fiihren wiirden. Allgemein
gilt deshalb fiir die Forwardrate zum Zeitpunkt t:

T=(T_t)'r"_(T—t)'r“: L O
” (t-T) t-T

—

Gleichung (2) ermoglicht es, die Preise fiir Zero-
bonds in Abhingigkeit der am Kapitalmarkt gege-
benen Spot-Zinsstrukturkurve zu berechnen.
Durch kleinere Umstellungen und unter Verwen-
dung von Gleichung (2) konnen die Preise der
Zerobonds aber auch aus den Forwardrates direkt
abgeleitet werden. Fiir den Preis eines Zerobonds
zum Zeitpunkt 0 mit Verfall in Periode 2 gilt.

P,=¢ " = exP[_ro,l - (2 Ty T, )]
= exp[—fo,o‘l - fo,l.z]

So fortfahrend gilt allgemein:

= exp[

lf*“olglich lassen sich auch die Zerobondpreise als
Funktion der Forwardrates zum Bewertungszeit-
punkt darstellen. Die Gleichungen (1) bis (3) stel-
len ein arbitragefreies System der verschiedenen
Zinssitze sicher, die mit der beobachteten
Zinsstrukturkurve konsistent sind. Dieser Ansatz
unterscheidet sich damit erheblich von dem
Gleichgewichtsmodell der Zinsstruktur von COX,
INGERSOLL und ROSS (1985), bei dem die
gleichgewichtige Zinsstruktur nicht notwendiger-
weise mit der beobachteten {ibereinstimmen muss
(und in der Regel nicht iibereinstimmt). Es wird
deutlich, dass Verinderungen eines Laufzeiten-
segments Verdnderungen in allen anderen Lauf-
zeitsegmenten zur Folge haben miissen. Bei der
Modellierung der Zinsstrukturkurven sind alle die-
se Effekte zu beriicksichtigen. Es wird allerdings
auch deutlich, dass es geniigt, entweder die For-

2f1111:| (3)

i=t+l1
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wardrate-, oder die Spotrate- oder die Zerobond-
kurve zu modellieren. Denn wenn eine der drei
Kurven arbitragefrei berechnet ist, kann man die
anderen Kurven durch die Arbitragerelationen
einfach bestimmen.

3. Risikoneutrale Bewertung und Eigenschaf-
ten der Zinsstruktur

Als eines der Hauptergebnisse halten HIM (1990)
fest, dass die Arbitragefreiheit der Zinsstruktur-
kurve sichergestellt ist, wenn das risikoneutrale
Bewertungsprinzip (Gleichung A1) auf alle Zins-
derivate angewandt wird. Dabei ist der Begriff
Zinsderivat sehr allgemein zu verstehen. Ein be-
liebiger Bond etwa ist von der Entwicklung der
Zinsstruktur abhéngig und damit ein Zinsderivat.
Ein Zinsswap, eine Zinsoption oder ein Zinsfutu-
res sind selbstverstindlich Zinsderivate. Das risi-
koneutrale Bewertungsprinzip ist aus der Literatur
zur Bewertung von Optionen seit COX, ROSS,
RUBINSTEIN (1979) bekannt und geht konzep-
tionell auf MERTON (1973 a) zuriick. Es hat be-
reits seit langem Einzug in bekannte Lehrbiicher
gefunden, so z.B. in UHLIR und STEINER
(1994, S. 223-231). Es besagt, dass der heutige
Wert eines Derivats durch die Diskontierung des
erwarteten zukiinftigen Wertes mit dem risikolo-
sen Zinssatz ermittelt werden kann. Der Erwar-
tungswert wird dabei beziiglich der sog. Martinga-
le-Wahrscheinlichkeit 7w gebildet. Dabei handelt es
sich nicht um eine tatsichliche Wahrscheinlichkeit,
sondern um ein Skalar, dessen Wert zwischen 0
und 1 liegt. Sei Et der Erwartungswertoperator

beziiglich der binomialen Wahrscheinlichkeit 7
und D, der Wert eines beliebigen Zinsderivates
zum Zeitpunkt t, dann l4sst sich das risikoneutrale
Bewertungsprinzip analog zu Gleichung (A1) wie
folgt ausdriicken:

— Et(DHl) _ n-D" +(1_E)Ddown

Der Wert eines Zinsderivates in einem binomialen
Prozess entspricht dem abgezinsten Erwartungs-
wert beziiglich der binomialen Martingale-
Wahrscheinlichkeit 7. Dabei sind die beiden mog-
lichen Ausginge in der Folgeperiode durch das
binomiale Prinzip determiniert: Der Wert des De-
rivats steigt (up-Zustand) entweder auf D}® oder

er sinkt (down-Zustand) auf D%*". Ist der Wert

t+1

eines Zinsderivates bei Verfall bekannt (ein Zero-
bond bspw. hat den Wert 1), so lisst sich sein
heutiger Wert (durch einen rekursiven Algorith-
mus) bestimmen. In Abschnitt vier dieses Aufsat-
zes wird gezeigt, dass die Anwendung des risiko-
neutralen Bewertungsprinzips in Gleichung (4)
Arbitragefreiheit zur Folge hat. Der folgende Pro-
zess zur Modellierung der Forwardrate erfiillt die
Arbitragefreiheitsbedingung, wenn 1t = 0.5 gesetzt
wird:[8]

e® +e°
2
e’ +e”°
2

6—-In
(T - T)(ft+1,T,’t - ft,T,T ) =
—o0-In

&)

Der in (5) spezifizierte Forwardrateprozess ist mit
einem der Hauptergebnissen von HIM (1992) und
von HULL und WHITE (1993 a) konsistent: Die
Forwardrateverdnderung wird nur durch die Vo-
latilitéit des Risikofaktors bestimmt und durch kei-
ne andere Grosse. Wenn also die Volatilitidt durch
ein okonometrisches Verfahren spezifiziert ist,
dann kann man jedes Derivat auf den Zins bei ge-
gebener Forwardratestruktur bewerten. Die Mar-
tingale-Wahrscheinlichkeit 7 kann arbitrir vorge-
geben werden. Der Prozess in (5) ist eine sehr all-
gemeine Moglichkeit der Spezifikation der Zins-
struktur. Je nachdem, wie die Volatilitdtsfunktion
gewihlt wird, lassen sich verschiedene Prozesse
fiir die Forwardrates bestimmen. So ist z.B. auch
der aus der Zinsliteratur bekannte Ornstein-
Uhlenbeck Prozess[9] durch eine entsprechende

D, = e+ t+1 (4) | Formulierung der Volatilititsfunktion darstellbar.
Lty Tt . . . .

e e Gleichung (5) zeigt, dass die Verinderung der

Forwardrate zwischen der aktuellen Periode und
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der Folgeperiode der Volatilitit der Forwardrate-
verdnderung © abziiglich einer logarithmischen
Funktion der Volatilitdt (der cosh-Funktion)[10]
im up-Zustand entspricht. Im down-Zustand ent-
spricht die Forwardrateverinderung der negativen
Volatilitdt abziiglich der Logarithmus-Funktion.
Dabei ist zu beachten, dass die Volatilitit bet HIM
nicht konstant ist (wie es etwa bei dem einfache-
ren Modell von HO und LEE (1986) der Fall ist),
sondern eine Funktion der Forwardrate f und der
Zeitpunkte t und T. Wird die Volatilitit z.B. als
abnehmende Funktion der Restlaufzeit des For-
wardratekontraktes spezifiziert, so werden die
Schwankungen zunehmend geringer, je niher der
Verfallzeitpunkt T riickt. Dadurch lassen sich ne-
gative Zinssitze, die bei HO und LEE (1986) und
anderen bekannten Zinsstrukturmodellen auftre-
ten, modelltechnisch ausschliessen. In einem
Zweifaktormodell wird ausser der Volatilitit der
Forwardrateveridnderungen ¢ ein zusitzlicher Ri-
sikofaktor beriicksichtigt. Auch hier kann die Vo-
latilitdt zweiten Faktors zeitabhingig gewihlt
werden. Fiir eine realitdtsnahe Implementation des
Modells ist ein Zweifaktormodell unerldsslich.
Denn nur durch ein Zweifaktormodell lidsst sich
verhindern, dass sich alle Forwardrates in die glei-
che Richtung verdndern, wenn es eine Verinde-
rung fiir 6 gibt. Nur durch ein Zweifaktormodell
sind also ,Drehungen und nicht nur ,,Ver-
schiebungen der Zinsstrukturkurve angemessen
spezifizierbar. Fiir eine einfach nachvollziehbare
Darstellung des Modells von HIM reicht es aller-
dings aus, sich auf einen Risikofaktor zu be-
schrénken.

4. Modellierung der Zinsstruktur

Durch die Gleichungen (4) und (5) ist ein Instru-
mentarium gegeben, welches die arbitragefreie
Bewertung von Zinsderivaten mit Hilfe eines Bi-
nomialbaumes erlaubt. Im vorliegenden Abschnitt
wird ein numerisches Beispiel beruhend auf dem in
(5) gegebenen Prozess konstruiert. Dazu wird in
vier Schritten vorgegangen: Erstens wird eine

Volatilitdtsfunktion spezifiziert. Zweitens wird aus
einer gegebenen Fristenstruktur der Forwardrates
die Fristenstruktur der Spotrates und der Zero-
bondpreise gemiss Gleichung (3) abgeleitet.
Drittens werden die Prozesse der Forwardrates
und der Volatilitidten entsprechend Gleichung (5)
simultan dargestellt. Und schliesslich wird aus den
Forwardrates der Prozess der Shortrate abge-
leitet.

4.1 Spezifikation der Volatilititsfunktion

Zunichst wird die Volatilitiat der Forwardratever-
dnderung durch folgende einfache Funktion spe-
zifiziert:[11]

6 =0(t,T,f)=00375-(T-t) f,, (6)

Die Volatilitit der Forwardrateverinderung bei
einjahriger Restlaufzeit des Forwardkontraktes
entspricht also 3.75% multipliziert mit der aktuel-
len Forwardrate. Je kiirzer die Restlaufzeit T—t
des Forwardkontraktes und je geringer die aktuel-
le Forwardrate ist, desto kleiner ist die Volatilitiit,
und desto kleiner sind deshalb die Verdnderungen
der Forwardrate. Wenn die aktuelle Forwardrate
f.. in einer Periode t nahe bei Null ist, dann wird

auch ihre Volatilitit nahe bei Null sein. Damit
werden negative Forwardrates ausgeschlossen,
wenn die Zeitintervalle, auf die sich der Bino-
mialbaum bezieht, hinreichend kurz sind.[12] Hier
soll zunichst die Forwardrate mit einer Laufzeit
T—T von einem Jahr modelliert werden. Daraus
ist es dann moglich, die Zinsstruktur fiir die
Spotrates sowie die Zerobondpreise mit Hilfe der
Formeln (1) bis (3) in den einzelnen Perioden ab-
zuleiten,

4.2 Zinsstruktur

Es sei eine ansteigende Forwardratekurve mit
Zinssdtzen zwischen 5% und 6.5% im Ent-
scheidungszeitpunkt 0 gegeben (sieche Tabelle 1).
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Tabelle 1;: Forwardratestruktur (t — T = 1) und die daraus abgeleitete Spotratestruktur sowie die Zerobondpreise

Ausgangsdaten abgeleitete Daten
Kontraktbeginn (T) Forwardrate Laufzeit Zerobond Spotrate
0 0.050 0 0.0000
1 0.055 1 95.12 0.0500
2 0.060 2 90.03 0.0525
3 0.065 3 84.79 0.0550
4 79.45 0.0575

Durch Gleichung (3) lassen sich daraus die Zero-
bondpreise in Periode O ableiten. Die Nennwerte
der Zerobonds seien hier 100 CHF.

Der zweijdhrige Zerobondpreis ergibt sich z.B.
aus:

100 exp[—f,,, —f,,. ] =
100- exp[-0.05 - 0.055] = 90.03

Die Spotratestruktur ist durch Formel (2) gege-
ben. Der dreijéhrige Zinssatz 13 in Periode 0 etwa
ergibt sich aus:

in(P,, /100)_ 1n 08479
3-0 3

=0.055

Ths =

Wenn entweder die Spotrate- oder die Forward-
ratestruktur gegeben ist, ldsst sich die jeweils
andere Zinsstruktur problemlos daraus bestim-
men.

4.3 Prozess der Forwardrates und der Volatili-
titen

Zur Bewertung eines Derivats auf die Zinsstruktur
muss zunichst die Forwardratestruktur nach Glei-
chung (5) bestimmt werden. Dazu wird die Vola-
tilitdtsfunktion aus Gleichung (6) in (5) eingesetzt,
man erhilt:

(T - T)(fwm,x - ft,T,r)
0.0375-(T—t)-f,,.

—0.0375-(T—t ) f;
e (T-1) t,T,x)

1 (T
—In _(60.0375(T T +

2
~0.0375-(T—t)-f,,.

O]

1(60.0375-(T—!)'ft,T,T +e
2

Cin -0.0375(T-t} ¢ T ¢ )

Die Verinderung der einjdhrigen Forwardrate f; 54
ergibt sich aus fy34 = 6.5%, die Volatilitit der
Forwardrateverdnderung zum Zeitpunkt t 0
durch 0.0375-(3-0)-0.065 = 0.7313%. Daraus
erhilt man die Forwardrate in Periode 1 aus:

0.065 + 0007313 — m{% (c0007313 e_0'007313)} = 0072286 = 7.23%

0.065

0.065 — 0.007313 — m[% (cooomis e_0’007313)} = 0057661 = 5.77%
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Abbildung 2: Binomialer Prozess der Forwardrate ft,3,4 und der Volatilit:it

Forwardrate: Kontraktbeginn in Periode 3

0.080602

0.074775

0.072286

0.069353

0.06685
0.06434

0.065

0.064297

0.059649

0.055325

0.051325

Volatilitit
0.002913
0.005421
0.002507
0.007313
0.002324
0.004325
0.002

Nach einer Periode steigt die einjdhrige For-
wardrate mit Verfall in Periode 3 von 6.5%
entweder auf 7.23%, oder sie sinkt auf
5.77%. Spiter wird gezeigt, dass diese Bewe-
gung arbitragefrei ist. Daraus ergibt sich eine
neue  Spezifikation der  Volatilitit  mit
0.0375-(3-1)-0.0723 =0.54% fiir den up-Zu-
stand und 0.0375-(3—-1)-0.0577 = 0.43% fiir den
down-Zustand. Man erkennt, dass die Volatilitit
mit abnehmender Forwardrate sinkt. Dadurch sind
die Veridnderungen fiir niedrige Forwardrates we-
niger stark ausgeprigt. Abwechselnd werden dann
die Forwardrates und ihre Volatilititen fiir die
nichsten Perioden spezifiziert. Schliesslich erhilt
man den vollstdndigen Prozess der Forwardrates
und ihrer Volatilititen bis zum Verfall in Periode 3
(siche Abbildung 2).

4.4 Der Prozess der Shortrates

Das Spektrum der Forwardrates bei der durch (6)
gegebenen Volatilitdtsfunktion reicht von 5.1%
bis 8.1%. Der rechte Binomialbaum in Abbildung
2 zeigt den Prozess der Volatilitit. Ihr Spektrum
reicht von 0.2% bis 0.29%. Die -einjihrige
Spotrate ergibt sich als Forwardrate in einer Peri-
ode mit sofortigem Verfall und einem Jahr Lauf-
zeit:

T = fien (8)

t,t+1

Zur Bestimmung der Spotratestruktur in jeder Pe-
riode ist es deshalb notwendig, den Prozess fiir
alle drei einjdhrigen Forwardrates zu bestimmen.
Verwendet man das geschilderte Verfahren fiir die
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einjihrige Forwardrate mit Kontraktbeginn in Pe-
riode 2, so ergeben sich die Prozesse in Abbildung
3. Bei der Forwardrate f;,3 erhilt man ein Spek-
trum moglicher Forwardrates von 5.3% bis 6.7%
nach zwei Jahren. Der binomiale Prozess der ein-
jéhrigen Forwardrate mit Kontraktbeginn in Peri-
ode 1 ist in Abbildung 3 ganz rechts eingetragen.
Hier steigt die Forwardrate von 5.5% entweder
auf 5.71% oder sie sinkt auf 5.29%. Die Volatili-
tat betrigt 0.2063%. Aus den Berechnungen bis
hierhin ist es moglich, den Prozess des einjdhrigen
Zinssatzes zu spezifizieren. Dabei muss Gleichung
(8) fiir jeden Zeitpunkt t angewandt werden. Der
einjdhrige Zinssatz r, 3 im Zeitpunkt 2 bspw. ergibt
sich durch die Forwardrate f,,;. Dabei ist die
Shortrate natiirlich zustandsabhéingig. In Periode 2
gibt es 4 Zusténde. Abbildung 3 zeigt, die hochste
Shortrate ergibt sich fiir t = 2 mit 6.69%, die
zweithdchste mit 6.21%, die dritthochste mit
5.76% und die niedrigste mit 5.34%. Alle anderen

Spotrates konnen analog aus den Abbildungen 2
und 3 entnommen werden. Abbildung 4 enthilt
den Prozess fiir die einjdhrigen Spotrates.

Die Zerobonds mit Laufzeiten zwischen einem
und drei Jahren konnen nun sehr einfach aus der
gegebenen Spotratestruktur unter Verwendung
von Gleichung (3) bestimmt werden. Alternativ ist
allerdings auch eine risikoneutrale Bewertung zur
Bestimmung der Zerobondprozesse moglich. Da-
zu setzt man die Preise der Zerobonds bei Verfall
auf 100 und bewertet rekursiv mit Gleichung (4)
wie in Abbildung 5 gezeigt wird. Alle Zerobonds
weisen bei Verfall einen Wert von 100 CHF auf.
Der Wert des dreijahrigen Zerobonds in Periode 2
ergibt sich fiir den hochstmoglichen Zinssatz von

6.69% aus Formel (3) mit
05-100+05-100
P2,3 = 0-066%05 =9353.

Abbildung 3: Binomiale Prozesse der Forwardrates f;, ; und f; 1 ; und der Volatilitiit fiir f, ,

Forwardrate: K ontrakt-

beginn in Periode 2
0.066905
0.06449
0.062069
0.06 0.0045
0.057569
0.05549
0.053407

Volatilitdt vonf, , 3

Forwardrate: Kontrakt-
beginn in Periode 1

0.002418

0.05706

0.055

0.052935

0.002081
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Abbildung 4: Binomialer Prozess der einjihrigen Spotrates rg.;

0.080602
0.074775
0.05706
0.069353
0.06434
0.05
0.064297
0.059649
0.055325
0.051325
Abbildung 5: Zerobondprozesse fiir verschiedene Laufzeiten
Dreijéhriger Zerobond Zweijahriger Zerobond Einjghriger Zerobond
100
93.53 100
100
94.45
100
100 100
100
84.79 90.03 95.12
100
100 100
100
94.84
100
100
100
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Er kostet also 93.53 CHF. Auf diese Weise kann
man rekursiv zuriickrechnen und den heutigen
Wert des Zerobonds bestimmen. Es iiberrascht
nicht, dass sein Wert mit 84.79 CHF exakt jenem
Wert entspricht, der aus der gegebenen Zins-
strukturkurve in Tabelle 1 bereits bestimmt wur-
de. Zur Betrachtung der Arbitragefreiheit der hier
hergeleiteten Zinsstrukturkurve soll ein Knoten
der Bdume exemplarisch herausgegriffen werden.
Nach der Arbitragefreiheitsbedingung (2) muss fiir
die arbitragefreie, zweijdhrige Forwardrate in Pe-
riode 1 gelten:

P,
3-2)f, 12
e( ) 1,23 _ 22

P1,3

Fir den linken Term gilt im up-Zustand

e Phaa = 099 — 10666 . Fiir den rechten Teil

der Gleichung gilt %: 1.0666. Im down-
88.56

(B-2); 455

Zustand gilt e =e’"™* =1.05705 und
94.84

—— =1.05705. Beide Ausdriicke stimmen also
89.73

jewelils iiberein, so dass ein arbitragefreies Ver-
héltnis zwischen den Spot- und Forwardrates vor-
liegt. Andererseits stimmt die Modellierung der
Fristenstruktur der Forwardrates, und daraus ab-
geleitet der Spotrates und der Zerobonds, mit der
beobachteten Fristenstruktur iiberein. Da die Fri-
stenstruktur zusétzlich mit Gleichung (6) dquiva-
lent ist, zeigt dieses Beispiel, dass das risikoneu-
trale Bewertungsprinzip Arbitragefreiheit impli-
ziert.

5. Bewertung von Zerobond-Optionen

Durch die in Abbildung 4 gegebenen Short-
rates[13] stehen die notwendigen Daten zur risiko-
neutralen Bewertung einfacher Zinsderivate ge-
miss Gleichung (4) zur Verfiigung. Zur Bestim-
mung der Zerobondpreise geniigt zwar eine einfa-
che Diskontierung gemiss Gleichung (1), die in
Abbildung 5 enthaltenen Informationen beziiglich
des Prozesses der Zerobonds sind aber zur An-
wendung der rekursiven Bewertungsprozedur fiir
Zinsderivate wichtig.

Abbildung 6: Rekursive Bewertung einer 2-jihrigen Calloption auf einen 3-jiihrigen Zerobond, Ausiibungspreis 93 CHF

0.7132

1.0621

1.5199

0.5284

0.9818

1.4057

1.7994
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Im folgenden Beispiel wird eine einfache Call-
option auf den 3-jdhrigen Zerobond aus Abbil-
dung 5 mit einem Nennwert von 100 CHF bewer-
tet werden. Der Ausiibungspreis sei 93 CHF.
Komplexere Derivate sind durch die rekursive
Anwendung des risikoneutralen Bewertungsprin-
zips (5) dann einfach zu bewerten, wenn ihr Wert
bei Verfall in Abhingigkeit des Basispapiers bere-
chenbar ist. Im Fall eines Zinsswaps etwa ist al-
lerdings schon die Berechnung des Wertes bei
Verfall relativ aufwendig, selbst dann, wenn die
komplette Zinsstruktur bei Verfall bekannt ist.
Elektronische Rechner allerdings ermoglichen
auch hier schnelle Losungen. Die hier betrachtete
Calloption verféllt nach 2 Jahren. Entsprechend
der Vorgehensweise beim Binomialmodell fiir
Aktienoptionen ergibt sich der Wert der Call-
option bei Verfall aus:

C, = max|P, , - 93,0] (10)

Im obersten Zustand betrigt der Preis des Zero-
bonds 93.53 nach Abbildung 5. Der Wert der
Calloption bei Verfall in diesem Zustand betrigt
deshalb etwa 53 Rappen. Im zweiten Zustand von
oben hat der Zerobond einen Wert von 93.98, die
Calloption deshalb einen Wert von etwa 98 Rap-
pen. So fortfahrend lassen sich alle mdoglichen
Calloptionspreise bei Verfall bestimmen. In Peri-
ode 1 muss das risikoneutrale Bewertungsprinzip
(4) angewendet werden. Der Zinssatz im ,up-

Zustand“ in Periode 1 ist 5.71%, der Wert der
Calloption ist bei einer Martingale-Wahrschein-
lichkeit von 7t = 0.5 deshalb:

05-05284+05-09818

0.05706
c

Cr = =07132

Entsprechend ergibt sich der Wert der Calloption
im ,,down-Zustand“ mit 1.5199. Die nochmalige
Anwendung dieser rekursiven Prozedur wie in
Abbildung 6 liefert schliesslich einen arbitrage-
freien Calloptionspreis in Hohe von 1.06 CHF bei
einem aktuellen Zerobondpreis von 84.79.

6. Swaps, Swaptions und ihre Bewertung nach
dem Black-Modell

Unter einem Zinsswap versteht man den Tausch
einer variablen Verzinsung gegen eine fixe Verzin-
sung. Dadurch sichert man sich gegen schwan-
kende Zinssitze ab. Ein Payer-Swap ist ein
Tauschgeschift, bei dem man fixe Zinssitze leistet
und variable erhilt. Eine Receiver-Swap impli-
ziert variable Zinszahlungen und fixe Zinsein-
kiinfte. Die Swaprate ist derjenige fixe Zinssatz,
der im Austausch gegen einen variablen Zins be-
zahlt oder empfangen wird. Im Anhang wird die
Funktionsweise eines Swaps an einem Beispiel
verdeutlicht.

Tabelle 2: Auszahlungsstruktur einer Payer-Swaption

Periode 0 Periode n Perioden + 1 Periode T
Cashflow 0 0 \'E max[ -X 0] V - max [snT - X,O]
Bewertung 0 0 v [S araN(d, )j vV (Sqr N(dl )
en e+t {n+l) (dz) eftTT -X N(dz)
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Swaptions sind Optionen auf Swaps. Eine euro-
pédische Payer-Swaption verbrieft das Recht, in
Periode n in einen bestehenden Payer-Swap mit
Laufzeit bis Periode T (n < T) einzutreten. Der
Swapsatz wird bereits bei Vertragsabschluss der
Swaption in Periode 0 mit x festgelegt, man
leistet also einen fixen Zins in Héhe von x. Um-
gekehrt erhilt man bei Ausiibung einer Recei-
ver-Swaption fixe Zinszahlungen in H6he von
x. Dabel ist zu beachten, dass die Zinszahlungen
fiir die gesamte Restlaufzeit des Swaps von Pe-
riode n bis Periode T geleistet bzw. empfangen
werden. Fiir jede Zinszahlung betrigt der

Payoff der Payer-Swaption V~max[snT —x,O],
wobel s;r der Swapsatz zum Zeitpunkt n eines
Swaps mit Laufzeit bis Periode T und V der

Nominalwert des Swaps ist. Der Payoff der
Receiver-Swaption betrigt entsprechend
\'A max[x —S.r ,0].

Insgesamt werden aus einer Swaption T — n Zah-
lungen generiert, die bei der Bewertung Beriick-
sichtigung finden miissen. Die verbreitete Variante
zur Bewertung von Swaptions besteht in der An-
wendung des BLACK (1976) Modells. Der Wert
Sp(CF;;) in Periode O eines Cashflows aus der
Payer-Swaption in Tabelle 2, der in Periode i
(n<1<T) anfillt, ergibt sich danach aus (vgl.
HULL 1997, S. 403):

S,(CF) =~ (54 N(, )~ ¥N(d, )
(an

Spr. 1
In="="+-.06%n

d,=—X

. ola d,=d, —ovn

Dabei ist die annualisierte Volatilitit der log-
arithmierten Swaprateverdnderung mit ¢ bezeich-
net. Die Bewertung jedes einzelnen Cashflows #h-
nelt dem bekannten BLACK, SCHOLES (1973)
Modell. N(d,) wird mit der aktuellen Swaprate mit
der Laufzeit T — n multipliziert und N(d,) mit der
Ausiibungs-Swaprate x. Jeder dieser Werte wird
mit dem Zinssatz r; zwischen dem Bewertungs-

zeitpunkt O und der Periode i diskontiert. In der
ersten Zeile von Tabelle 2 werden die generierten
Cashflow dargestellt, die zweite Zeile zeigt die
Bewertung jedes einzelnen Cashflows mit dem
Black-Modell entsprechend Formel (11). Zur
Bestimmung des Preises einer Payer-Swaption Sp
miissen die Werte aller Cashflows aufsummiert
werden:

T

S = (5o N(@,) - x N(@,))- X

i=n+1

(12)

Damit hat man ein Bewertungsmodell fiir Swap-
tions, in dem das Bewertungsverfahren von Ak-
tienoptionen iibertragen wird. Allerdings weist es
erhebliche Schwichen auf. Die wohl gravierendste
besteht in der Annahme beziiglich des Prozesses
der Swaprateverianderung. Entsprechend der Op-
tionspreistheorie fiir Aktienoptionen unterstellt es
lognormalverteilte Swaprateveranderungen. We-
gen der Mean-Reversion-Eigenschaft von Zinssiit-
zen handelt es sich hier um eine allgemein als
realititsfern eingestufte Annahme. Aus diesem
Grund ist die Verwendung eines Zinsstruktur-
modells zur Bewertung von Swaptions nahelie-
gend.

7. Eine Payer-Receiver Swaption Paritit

Ziel dieses Abschnitts ist die Bestimmung einer
Payer-Receiver Swaption Paritét, die sich an der
Put-Call Paritit fiir Aktienoptionen orientiert. Da-
zu werden die Payoffs einer Strategie nach Verfall
der Option untersucht, bei der man eine Long-
position in der Payer-Swaption und eine Short-
position in der Receiver-Swaption hilt. Die Er-
gebnisse sind fiir jede Periode zwischen n und T in
Tabelle 3 dargestellt. Dabei ist jeweils zu unter-
scheiden, ob die jeweilige Swaption im oder aus
dem Geld verfillt, ob also die Swaprate in Periode
n liber oder unter dem Ausiibungszins x liegt.

182 Finanzmarkt und Portfolio Management — 12. Jahrgang 1998 — Nr.2



M. Rudolf: Heath, Jarrow, Morton Made Easy: Zur priferenzfreien Bewertung von Swaptions

Tabelle 3: Payer-Receiver Swaption Paritiit

Periode n + 1 Payer Swaption

-Receiver Swaption

Periode T Payer Swaption

-Receiver Swaption

Syt > X in Periode n ;T < X in Periode n
V(5,1 - %) 0
0 V- (s,;r —X)
\A (snT - x) 0
0 \& (snT - x)

Summiert man alle Zahlungen fiir beide Varianten
von Periode n + 1 bis Periode T auf und diskon-
tiert sie danach wieder auf die Verfallperiode n,
dann ergibt sich fiir die Differenz zwischen dem
Preis der Payer-Swaption Sp(n) und der Receiver-
Swaption Sg(n) zum Zeitpunkt n das gleiche Er-
gebnis fiir beide Zustéinde:

T 1 T 1
SP(n)_SR(n)=V'SnT' 2 i~ VX 2 T
i=n+1 € i=n+1 €

(13)

Die Auszahlung V-s . in der Periode i entspricht

dabei exakt der Auszahlung des fixen Beins eines
Swapkontraktes (vgl. Anhang). Das variable Bein
des gesamten Swapkontraktes erfordert zusitzlich
die Leistung von variablen Zahlungen, deren Wert
durch die Terminzinssétze in Periode 0 bestimmt
werden kann. Fiir Periode i entsprechen die Zah-
lungen CFg(i) aus einem Receiver-Swap der Diffe-
renz zwischen den fixen und den variablen Zah-
lungen:

CF, (i)
=8, — o,
V + >

Ersetzt man s, in Gleichung (13) durch diesen
Term, dann ergibt sich fiir die Wertdifferenz zwi-
schen der Receiver- und der Payer-Swaption:

T
1 .
S,-S, = Z;—;;~CFR(1)+

. 1 i=n+l1
VY —

51
i 'fo,ivl,i -V-x- Z
i=n+1€

i
i=n+1€

(14)

Damit kann die Differenz der beiden Swaptions

durch folgende Strategie repliziert werden:

a) Abschluss eines Receiver-Swaps mit Nominal-
wert V. Der Preis des Receiver-Swaps in Peri-
ode 0 sei R.

b) Abschluss von T — n Forward Rate Agreements
mit Nominalwert V, beit denen zwischen den
Perioden n und T Zahlungen erhalten werden.
Der Preis dieser Termingeschifte in Periode O
sei FRA.

¢) Insgesamt T — n risikolose Kapitalanlagen im
Umfang des jeweiligen Barwertes von V-x,
mit Filligkeiten in den Perioden n + 1,...,T. De-
ren Wert in Periode 0 sei PV(x).

Daraus ergibt sich eine Paritdt fiir Payer- und

Receiver-Swaptions, die sog. Payer-Receiver

Swaption Paritit:

S, —S, =R+FRA - PV(x)

Sy +R=S, -~FRA +PV(x) (1)
Eine Receiver-Swaption und ein Receiver-Swap
haben zu jedem Zeitpunkt den gleichen Wert, wie
eine Payer-Swaption zuziiglich der Differenz zwi-
schen dem Barwert der Ausiibungssumme und
dem Wert des oben beschriebenen Termingeschif-
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tes. Es lasst sich eine gewisse Ahnlichkeit mit der
Put-Call Paritdt fiir Aktienoptionen feststellen.
Der wesentliche Unterschied besteht in der Ein-
beziehung des Zinstermingeschiiftes.

8. Bewertung von Swaptions mit dem HJM
Modell

Ziel dieses Abschnitts ist die Bewertung von Op-
tionen auf Swapkontrakte, sog. Swaptions. Dabei
wird das binomiale Verfahren von HIM mit der
klassischen, geschlossenen Losungsformel von
BLACK (1976) verglichen. Dazu wird erstens die
Fristenstruktur der Swapsitze aus der Fristen-
struktur der Terminzinssitze abgeleitet. Zweitens
werden zwei Swaptions auf die ein- und zweijéh-
rige Swaprate bewertet. Im dritten Absatz erfolgt
der Vergleich des Ergebnisses mit der Swap-
bewertung aus dem BLACK (1976) Modell.
Schliesslich werden die Preisunterschiede zwi-
schen dem Black- und dem HIM-Modell fiir ver-
schiedene Optionen untersucht.

8.1 Bestimmung der Fristenstruktur der Swap-
sitze

Ahnlich wie die Bewertung der Calloption auf ei-
nen Zerobond, wie es in Abschnitt 4 gezeigt wur-
de, setzt die Bewertung einer Swaption zunichst

einmal die Bewertung des Basispapiers bei Verfall

der Option voraus. Anders als beim Zerobond ist
allerdings die Bewertung des Swaps bei Verfall
der Option schwieriger und orientiert sich an Ab-
schnitt 6. Hier werden zur Illustration des HIM
Modells als Bewertungsverfahren fiir Swaptions
zwei Swaps betrachtet. Der erste Swap hat eine
einjahrige und der zweite eine zweijihrige Lauf-
zeit. Es werden Swaptions mit Félligkeit in Peri-
ode 3 auf beide Swaps betrachtet. Beide Swap-
tions sollen mit dem HIJM-Verfahren und, zum
Vergleich, mit dem Verfahren von BLACK (1976)
bewertet werden. In einem ersten Schritt werden
die Swaprates fiir verschiedene Laufzeiten aus
Sicht von Periode O in Tabelle 4 berechnet. Um
alle Zinssidtze von der Bewertungsperiode O bis
zum Ende des zweijdhrigen Swaps bestimmen zu
konnen, ist zundchst eine Erweiterung der in Ta-
belle 1 gegebenen Forwardratestruktur notwendig.

Die einjdhrigen Forwardrates fiir die vierte und
fiinfte Periode werden, zusitzlich zu den in Tabel-
le 1 angegebenen Werten, mit 6.5% und 7.0% an-
genommen. Daraus berechnet man mit Formel (3)
die Diskontfaktoren und mit Formel (1) die
Spotrates. Der Barwert der variablen Zahlungen
ergibt sich, wenn man die Forwardrates der jewei-
ligen Perioden mit den jeweiligen Diskontfaktoren
multipliziert (rechte Seite der Gleichung A2). Der
Barwert einer Zahlung z.B., die man aus einem
Forwardkontrakt in Periode 3 erhilt, betrigt
0.06-0.8516 =0.0511 CHF. Dividiert man die
Summe der Barwerte der variablen Zahlungen
bis zur jeweiligen Periode durch die Summe

Tabelle 4: Swaprates fiir verschiedene Laufzeiten.

Laufzeit bis: Periode T 1 2 3 4 5

Forwardrates fo1_11 0.0500 0.0550 0.0600 0.0650 0.0700
Spotrates 0.0500 0.0525 0.0550 0.0575 0.0600
Barwert der variablen Zahlungen 0.0476 0.0496 0.0511 0.0520 0.0523
Summe d. Barwerte d. var. Zahlungen 0.0476 0.0973 0.1484 0.2003 0.2526
Zerobondpreise (Diskontfaktoren) 0.9524 0.9027 0.8516 0.7996 0.7473
Summe der Diskontfaktoren 0.9524 1.8551 2.7067 3.5063 4.2536
Swaprate 0.0500 0.0524 0.0548 0.0571 0.0594
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Abbildung 7: Binomialer Prozess der zweijihrigen Spotrates ry;,,
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der Diskontfaktoren, so erhdlt man die Swap-
rate fiir die entsprechende Laufzeit. Die Swap-
rate bspw. fiir einen vierjahrigen Swap wire
0.2003 +3.5063 = 5.71%. Auf diese Art kann man
aus der Spot- und der Forwardratestruktur die
Swapratestruktur bestimmen.

Da die hier betrachtete Swaption in Periode 3 fil-
lig wird, ist die Bestimmung der ein- und zweijéh-

rigen Swaprate in Periode 3 notwendig. Sie ist

von der Entwicklung der Forward- und der
Spotrates bis Periode 3 abhingig. Die Entwick-
lung der einjdhrigen Spotrates ist bereits in Abbil-
dung 4 modelliert worden. Zusitzlich soll jetzt die
Entwicklung der zweijdhrigen Spotrates aus den
Forwardrates abgeleitet werden. Setzt man dazu
die Gleichungen (1) und (3) gleich, so erhilt man
eine einfache Formel zur Berechnung der (T - t)-
periodischen Spotrates aus den einjihrigen For-
wardrates:

1 T
=— o 16
rtT T —t z fl,l—l,l ( )

i=t+1

Man benétigt also nur die einjghrigen Forwardrates
in verschiedenen Zeitpunkten und Zustinden, um
den Prozess der zweijihrigen (oder mehrjéhrigen)
Spotrates zu berechnen. Da die Forwardrate-
prozesse in den Abbildungen 2 und 3 bereits voll-
stindig spezifiziert sind, ist es nicht schwierig, daraus
den Prozess fiir die Spotrates abzuleiten. Der zwei-
Jjahrige Zins 1y, in Periode 0 z.B. ergibt sich aus
L, = % (fy00 + o) =% -(0.05+0.055) =525%,

der zweijdhrige Zins r;3 im ,up-Zustand“

1
in Periode 1 aus r13=5'(f1,1,2+f1,2,3)

=L (005706 + 0.06449) = 6.08% |

2
Weise fortfahrend generiert man die gesamte
Zinsstruktur fiir die zweijdhrige Spotrate. Abbil-
dung 7 zeigt das Ergebnis.

Auf diese
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Die zweijdhrige Swaprate leitet sich aus den
zweijdhrigen Spotrates und den einjidhrigen For-
wardrates nach Gleichung (A2) ab. Die einjihrige
Swaprate entsprechend aus der einjéhrigen Spot-
rate. In den Abbildungen 2,3,4 und 7 sind die bi-
nomialen Prozesse aller notwendigen Zinssitze
gegeben, die zur Bestimmung des Prozesses fiir
die Swaprate notwendig sind. Exemplarisch soll
die Bestimmung der ein- und zweijdhrigen Swap-
rates in Periode 2 im zweiten Zustand von oben
(ein ,,up“ und ein ,,down*) berechnet werden. Die
einjahrige Spotrate ry; in diesem Zustand in Peri-
ode 2 kann aus Abbildung 4 mit 6.21% abgelesen
werden, die zweijdhrige Spotrate 14 ergibt sich
aus Abbildung 7 mit 6.45%. Die sich daraus erge-
benden Diskontfaktoren sind e *°*' = 0.9397 und
e *? = 0879 . Die Summe der fixen Zahlungen
bis Periode 3 ist daher 0.9397 und 0.9397 + 0.879

= 1.8189 bis Periode 4. Die einjihrige Forward-
rate f;, 3 in Periode 2 mit einer Laufzeit von Peri-
ode 2 bis 3 im zweiten Zustand von oben ist
6.21% nach Abbildung 3, die Forwardrate von
Periode 3 nach 4 in Periode 2 ist f,34 = 6.68%
nach Abbildung 2. Multipliziert man die Diskont-
faktoren mit den entsprechenden Forwardrates, so
erhdlt man den Barwert der variablen Zahlungen
(der Forwardrates) mit 0.0583 fiir f,,; und 0.0588
fiir f,34. Die Summe der Barwerte der variablen
Zahlungen bis Periode 3 ist demnach 0.0588 und
0.0583 + 0.0588 = 0.1171 bis Periode 4. Dividiert
man die Summe der variablen Zahlungen durch die
Summe der fixen Zahlungen bis Periode 3, so er-
hilt man die einjdhrige Swaprate von Periode 2 bis
3 mit s 3= 0.0588/0.9397 = 6.21%. Entsprechend
betridgt die zweijdhrige Swaprate in Periode 2 im
gleichen Zustand s;4 = 0.1171/1.8189 = 6.44%.

Abbildung 8: Binomialer Prozess der einjihrigen und zweijiahrigen Swaprate s;s,; und sy4,»

Einjdhrige Swaprates

0.0806

0.0748

0.0694

0.0643

0.05

0.0643

0.0596

0.0553

0.0513

Zweijihrige Swaprates

0.08837

0.07875

0.06078

0.07302
0.06446
0.06517

0.0525

0.06768
0.05977

0.06039

0.05421
0.056

0.05337
0.05005
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Tabelle 5: Cashflows zweier exemplarischer Swaptions (n =3, T =4 bzw. 5, x = 5.0%)

Laufzeit Periode 1 Periode 2 Periode 3 Periode 4 Periode 5
1 0 0 0 100- max [s, , —005,0] 0
2 0 0 0 100 - max [s3‘5 - 0.05,0] 100- max [S3Y5 - 0.05,0]

Wenn dieses Verfahren fiir alle Zusténde in allen
Perioden entsprechend angewendet wird, dann er-
geben sich die Prozesse fiir die ein- und zweijéhri-
ge Swaprate wie in Abbildung 8.

Entsprechend den Berechnungen in Tabelle 3 er-
gibt sich die einjahrige Swaprate in Periode O als
5.0% und die zweijdhrige Swaprate als 5.24%.
Wichtig ist allerdings, dass durch Abbildung 8 der
gesamte Prozess beider Swaprates vorliegt. Damit
wird die Bewertung beliebiger Swap-Derivate mit
Hilfe des risikoneutralen Bewertungsprinzips in
Gleichung (4) erméglicht.

8.2 Bewertung von Swaptions

Hier werden zwei Payer-Swaptions auf die beiden
Swaps betrachtet, die nach 3 Perioden die Uber-
nahme eines ein- bzw. zweijahrigen Swapkontrak-
tes ermoglichen. Man erwirbt damit das Recht,
nach Periode 3 fiir eine bzw. zwei weitere Peri-
oden fixe Zahlungen zu leisten und variable zu
empfangen. Die beiden Swaptions zugrunde lie-
gende Ausiibungs-Swaprate sei mit x = 5.0% an-
genommen. Je nachdem, wie sich die das Basis-
papier entwickelt, werden die Swaptions ver-
schiedene Werte bei Verfall aufweisen. Der
Nennwert der Swapkontrakte sei 100 CHF. Ent-
sprechend Tabelle 2 zeigt Tabelle 5 die Cashflows
der beiden Swaptions. Die Swaprates s34 und s; 5
sind zustandsabhingig, wie durch Abbildung 8
verdeutlicht wird.

Im obersten Zustand bei Verfall der Option in
Periode 3 z.B. betrigt die einjihrige Swaprate

8.06%. Der Payoff der Swaption in Periode 4
wire demnach 100-(8.06% —5.0%)=3.06 CHF.

Durch Multiplikation dieses Wertes mit dem Dis-
kontfaktor im gleichen Zustand erhélt man den
Wert dieser Zahlung bei Verfall der Swaption mit
3.06-¢%% =282 CHF. Bei der zweijshrigen
Swaption hat man eine Swaprate von 7.29% bei
Verfall der Option im dritten Zustand von oben.
Entsprechend betridgt in Periode 3 der Wert
der Cashflows aus den Perioden 4 und 5
100-(7.29% —5.0%) - (e % +¢20%2) =411 CHF.

So fortfahrend lassen sich die Werte der aus den
beiden Swaptions generierten Cashflows fiir alle 8
Zustinde bei Verfall der Swaptions in Periode 3
bestimmen. Sie kdnnen aus den letzten Zweigen
der Binomialbdume fiir beide Swaptions in Abbil-
dung 9 abgelesen werden.

Sind die Cashflows der Swaptions in allen Zu-
stinden bewertet, dann ist es nicht mehr schwie-
rig, den aktuellen Wert der Swaptions risikoneu-
tral zu ermitteln. Die wiederholte Anwendung der
rekursiven Bewertungsprozedur entsprechend der
Bewertung der Calloption in Abschnitt 4 liefert
einen Preis fiir die Option auf den einjéhri-
gen Swap von 1.18 CHF und auf den zweijdh-
rigen Swap von 2.62 CHF. Es ist allerdings ge-
miss Gleichung (4) zu beachten, dass die Anwen-
dung des risikoneutralen Bewertungsverfahrens
die Diskontierung mit der jeweils richtigen Spot-
rate voraussetzt. Dabei greift man auf den Prozess
fiir die einjahrigen Spotrates in Abbildung 4 zu-
riick.
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Abbildung 9: Rekursive Bewertung von Payer-Swaptions auf einen ein- und einen zweijihrigen Swap, Ausiibungs-

Swaprate 5.0%

Swaption auf den einjidhrigen Swap

2.8232

2.2990

1.8057

1.3446

1.1774

1.3407

0.9090

0.5038

0.1259

Swaption auf den zweijdhrigen Swap

6.6898

5.0944

4.1121

2.7480

2.6216

3.1798

1.8963

1.1012

0.0148

Es bleibt noch zu bemerken, dass auch der Wert
einer Receiver-Swaption innerhalb des hier gege-
benen Rahmens relativ einfach moglich ist. Einer-
seits kann die Payer-Receiver Swaption Paritit
(15) angewandt werden. Oder die in Tabelle 5 ge-
gebenen Cashflows konnen entsprechend modifi-
ziert werden, wobei der Cashflow fiir der Recei-
ver-Swaption in jeder Periode t

100- max[0.05 — s, |

ist. Da nach Abbildung 8 sowohl die einjdhrigen
wie auch die zweijihrigen Swapsétze immer iiber
5% liegen, ist der Wert der beiden Receiver-
Swaptions O.

8.3 Vergleich mit dem Black Modell

Zum Vergleich soll abschliessend der Preis beider
Swaptions mit dem BLACK (1976)-Modell be-
rechnet werden. Dazu ist zunichst die Spezifi-
kation der Volatilitit der logarithmierten Ver-
dnderungen der Swaprates zu berechnen. Der ein-
jahrige Swap steigt geméiss Abbildung 8 in der
ersten Periode von 5.0% entweder auf 5.71%
oder auf 5.29%. Die logarithmierten Verdnde-
rungen betragen In0.0571-1n0.05=0132 bzw.
In0.0529 —1n0.05=0.056 . Daraus ergibt sich eine

Volatilitidt von 3.75% pro Jahr. Da die Volatilitt
mit der Quadratwurzel der Zeit steigt, betréigt sie
etwa 5.3% fiir zwei und 6.5% fiir drei Jahre.
Durch eine entsprechende Berechnung erhilt man

die jdhrliche Volatilitit des zweijdhrigen Swaps
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mit 7.99%. Setzt man diese Daten in Gleichung
(12) ein, so ergibt sich folgender Preis der Option
auf den einjdhrigen Swap:

100

S, =(0.05-0513-0.05-0.498)- S005TSE = 0.06

Folgt man dem Black-Modell, betrigt der Preis
fiir die Swaption nur 6 Rappen statt 1.1774 CHF.
Die Diskrepanz zum HJM-Preis des Swaps ist
enorm. Sie ist aber darauf zuriickzufiihren, dass
im Black-Modells lognormalverteilte Zinsverinde-
rungen unterstellt werden. Mit den empirischen
Beobachtungen kongruenter sind die Gleichungen
(5) und (6), die zeigen, dass die Verdnderungen
der in den Abbildungen 2 und 3 modellierten For-
wardrates vom aktuellen Niveau des Terminzins-
satzes abhéngig sind. Zudem sinkt die Volatilitit
der Forwardrates mit abnehmender Restlaufzeit.
Das Modell von HIM fusst deshalb auf wesentlich
realitdtsnaheren Annahmen als das Black-Modell.
Es gewihrleistet eine arbitragefreie Darstellung
der Zinsstrukturen und schliesst negative Zinssit-
ze aus. Damit ist das HIM-Modell bei der Bewer-
tung von Zinsinstrumenten eindeutig zu bevorzu-
gen. Die Option auf den zweijdhrigen Swap be-
rechnet sich im Black-Modell entsprechend:

S, = (0.0524 -0.683-0.05- 0.654)-
100- (e4.0575~4 + e—o‘os-s) =048

Auch hier wird der Preis der Swaption durch das
Black-Modell markant unterschitzt (48 Rappen

statt 2.6216 CHF). Es bleibt noch zu betonen,
dass fiir verschiedene Ausiibungs-Swaprates unter
Umstéinden weniger starke Abweichungen der Er-
gebnisse der beiden Modelle resultieren. Zudem
wurde im binomialen Bewertungsbaum nur ein
Schritt pro Jahr modelliert. Diese Annahme ist si-
cherlich nur durch eine bessere Nachvollziehbar-
keit zu rechtfertigen.

8.4 Vergleich des Black-Modells mit dem HJM
Ansatz fiir verschiedene Swaps

Es stellt sich abschliessend die Frage, ob die ge-
fundenen Bewertungsdifferenzen fiir Swaptions
zwischen den Modellen von BLACK (1976) und
von HIM (1991) reprisentativ sind. Um dieser
Frage nachzugehen, werden hier zwei kurze Un-
tersuchungen vorgenommen. Zum ersten wird die
Anzahl der Zeitschritte gegeniiber Abbildung 9
bis auf 15 erhoht. Damit erhélt man einen ersten
Anbhaltspunkt fiir das Konvergenzverhalten des
Binomialmodells. 15 Zeitschritte implizieren
32’768 Knoten allein in der letzten Periode
nur fiir die Swaption. Der Rechenalgorithmus
setzt aber zusitzlich voraus, dass die anderen
Zeitschritte, die Bewertungsgitter fiir die zugrun-
de liegenden Swaps und die Shortrates ebenfalls
im Arbeitsspeicher gehalten werden miissen.
Damit stdosst man an die Grenzen der Kapazitit
selbst moderner Rechner. Mehr als 15 Zeitschritte
konnen daher kaum modelliert werden. Dariiber
hinaus werden die Volatilitéten fiir beide Modelle
variiert.

Tabelle 6: Swaption-Bewertung bei Erh6hung der Anzahl von Zeitschritten

Periodizitit der Zinssitze jéhrlich halbjéhrlich monatlich Black-Preis
Schritte einjéhriger Swap 4 8 12

Schritte zweijdhriger Swap 5 10 15

Volatilitit ¢ 0.0375 0.0265 0.010825

Einjahriger Swap 1.1774 1.2343 1.2082 0.06
Zweijahriger Swap 2.6211 2.7373 2.7003 0.48
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Tabelle 7: Swaption-Bewertung bei verschiedene Volatilititen

Volatilitit HIM-Preis HIM-Preis Black-Preis Black-Preis
in Prozent einjahrige Swaption | zweijdhrige Swaption | einjdhrige Swaption | zweijdhrige Swaption
1 1.19 2.67 0.016 0.374
2 1.19 2.67 0.032 04
3 1.19 2.67 0.048 0.44
4 1.19 2.67 0.063 0.494
5 1.2 2.68 0.079 0.553
10 1.39 3.09 0.159 0.875
20 1.84 3.93 0.321 1.57

Tabelle 6 zeigt die Ergebnisse der Erhohung der
Zeitschritte. Da die zu bewertenden Swaptions
- unverdnderte Laufzeiten haben, sind die Termin-
zinssidtze aus Tabelle 1 bei einer Erhohung der
Zeitschritte auf 8 bzw. auf 12 in halbjahrliche bzw.
dritteljghrliche Sdtze umzurechnen. Auch die Vo-
latilitdten aus Gleichung (6) miissen mit der Qua-
dratwurzel des neuen Zeitintervalls entsprechend
angepasst werden. Tabelle 6 zeigt, dass die Preise
der beiden Swaption auch fiir 8 und 12 Zeitschrit-
te erheblich iiber den Black-Preisen liegen. Ein
konvergentes Verhalten ist nicht festzustellen.
Tabelle 7 zeigt schliesslich den Vergleich der bei-
den Swaptions im Black- und im HIM-Modell fiir
verschiedene Volatilititen. Es zeigt sich, dass die
Preise in beiden Bewertungsmodellen steigen. Die
Preisdifferenz bleibt aber erhalten. Welcher der
beiden Ansitze bevorzugt wird, héngt davon ab,
welche der Annahmen fiir zutreffender gehalten
werden. Allerdings steht die Annahme lognormal-
verteilter Zinssidtze im Black-Modell im Wider-
spruch zur hier diskutierten Literatur der
Zinsstrukturmodelle. Als Konsequenz der Tabel-
len 6 und 7 muss ganz klar festgehalten werden,
dass die Wahl des Bewertungsmodells erhebliche
Unterschiede im Risikomanagement von Zinsderi-
vaten nach sich zieht. Bevor man sich fiir ein
spezifisches Modell entscheidet, sind Uberlegun-
gen zum Modellrisiko unverzichtbar.

9. Schlussbetrachtungen

Der entscheidende Vorteil des HIM Modells ge-
geniiber  anderen  Arbitragemodellen  der
Zinsstruktur wie z.B. dem HO und LEE (1986)
Modell, besteht darin, dass einerseits eine variable
Volatilitdtsentwicklung der Forwardrates model-
liert werden kann. Zusitzlich erlaubt das HIM
Modell die Modellierung verschiedener Zinspro-
zesse. Prozess (5) ist ein moglicher Prozess, der
durch die stochastische Modellierung der Volatili-
tit negative Zinssitze ausschliesst. Er ist nur eine
mogliche Spezifikation, die die allgemeine Arbi-
tragefreiheitsbedingung  (4)  erfiillt.  Andere
Zinsprozesse, wie z.B. ein Ornstein-Uhlenbeck
Prozess, sind mit dem HIM-Modell konsistent.
HULL und WHITE (1993 a) zeigen, dass ihr Tri-
nomialmodell, welches einen Ornstein-Uhlenbeck
Prozess annimmt, mit dem zeitdiskreten Modell
von HIM (1990) kompatibel ist. Damit hat man
mit dem vorgestellten Modell eine einfache Ver-
sion eines sehr vielféltig einsetzbaren Modells zur
Bewertung von Zinsderivaten. Verschiedene
Schwichen des Modells sollen aber dennoch nicht
unerwéhnt bleiben. Zum ersten miissen im Gegen-
satz zum Binomialmodell von COX, ROSS und
RUBINSTEIN (1979) die Martingale-Wahr-
scheinlichkeit 7 und die Volatilitdtsfunktion ¢ aus
empirischen Daten geschiitzt werden. Okonome-
trische Verfahren, die eine moglichst gute Anpas-
sung der Modelldaten an die Marktdaten gewéhr-
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leisten, miissen hier zur Anwendung kommen.[14]
Alternativ ist auch die Bestimmung impliziter
Volatilititsparameter zu einer gegebenen Volatili-
tdtsfunktion aus gehandelten Zinsderivaten mog-
lich (vgl. dazu AMIN und MORTON 1994). Zum
zweiten wird die praktische Implementierung ei-
nes diskreten Modells von HIM dadurch erheblich
erschwert, dass der Binomialbaum nicht geschlos-
sen ist. Unter einem geschlossenen Baum versteht
man einen Prozess, bei dem eine Auf- nach einer
Abwirtsbewegung zum gleichen Ergebnis wie ei-
ne Ab- nach einer Aufwirtsbewegung fiihrt. Die
Modelle von HO und LEE (1986) und von HULL
und WHITE (1993 a und b) liefern geschlossene
Prozesse. Im hier geschilderten Fall, hat man nach
n Zeitschritten 2" mogliche Realisierungen. Eine
realititsnahe Implementierung setzt die Modellie-
rung sehr kleiner Zinssatzverinderungen voraus.
Verwendet man z.B. nur 20 Zeitschritte im Baum,
so kommt man auf etwa eine Million Realisierun-
gen. Bereits hier stdsst man also an die Grenze der
Kapazitit moderner Rechenmaschinen. Deshalb
liefern HIM zwar ein realititsnaheres Modell, al-
lerdings weist es Schwichen in der Implementie-
rung auf. Mit zunehmenden Verbesserungen der
Computertechnologie fillt der letztgenannte
Nachteil allerdings immer weniger ins Gewicht.
Dariiber hinaus hat man bei Zinsinstrumenten
kaum eine andere Wahl, als die beschriebenen
Zinsstrukturmodelle zu verwenden. Denn wie ge-
zeigt wurde, fiihrt das Modell von BLACK
(1976), welches iiblicherweise zur Bewertung von
Swaptions angewendet wird, zu erheblichen Fehl-
bewertungen, die sich nicht nur negativ auf die
Bewertung der Instrumente, sondern auch verhee-
rend auf das Risikomanagement auswirken kon-
nen. Beriicksichtigt man die enorme Bedeutung
des Swapmarktes weltweit, birgt die Verwendung
falsch spezifizierter Modelle ein enormes Risiko-
potential fiir das Finanzsystem.
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Anhang

Das risikoneutrale Bewertungsprinzip:

Abbildung A1 zeigt eine beliebige Aktie mit einem | Ausiibungspreis von 100 CHF auf diese Aktie
Wert von 100 CHF. Der stetige, risikolose Zins- | bewerten. Der Preis der Aktie nach einem Jahr sei
satz fiir ein Jahr sei 5%. Man mochte eine Call- | entweder 120 CHF oder 80 CHF.

option mit einjdhriger Restlaufzeit und einem

Abbildung A1: Ein binomialer Random Walk fiir einen Aktienkurs

Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 1
120 [20]
100
80 [0]

Abbildung A2: Ein risikoloses Portfolio

Zeitpunkt O Zeitpunkt 1
1 1
ESl—C1=512O—20=40
! C —1100 G = 40
550 =Co =7100-Co =555

1 1
— 8, ~C; ==80-0=40
2 2
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Erratum Finanzmarkt und Portfolio Management 1998 — Nr.2, Seite 193 bitte ersetzen.

Folglich ist das Portfolio bestehend aus einer hal-
ben Aktie und einer Shortposition in der Call-
option risikolos (Abbildung A2). Der Wert dieses
Portfolios ergibt sich dann durch Abzinsung von
40 mit dem risikolosen Zinssatz:

1 40
ESO _Co = 0005

= C,=1195

Das gleiche Ergebnis wie mit dem binomialen
Bewertungsverfahren wird mit der sog. risikoneu-
tralen Bewertung[15] erzielt: Der Calloptionspreis
in der Entscheidungsperiode ergibt sich als dis-
kontierter Erwartungswert der beiden moglichen,
zukiinftigen Calloptionspreise. Dabei wird der
Erwartungswert beziiglich der ,,Wahrscheinlich-
keit“[16] T = 0.6282 gebildet:

c :n-20+(1—n)-0

i C — 1195,
0.05 _ O 8 (Al)
n=""""°_06282
12-08

Auch auf diese Weise wird der Wert der Call-
option mit 11.95 berechnet.

[&quivalenz der Gleichungen (4) und (5)

Gleichung (5)
2-e°
T PafP, e re
A Thhre = -0
€ ot PtT/Ptr 2 €
e’ +e°

nach Gleichung (2).

2.¢° Pg P
e’ +e’’ P,

2'6_6 'PtT ‘P
e® +e° P

1T

t+1,T

g Pt+l,T =

t+1,7

Fiir © = 0.5 ergibt sich dann:

2'66 'PtT'P

~

El (PH»],T) ’ Pl,t+1 =n: e’ +e° P"HLT : Pl,l+l
2-e° PlT : Pl+]
+1-m)- - =P, =P,
( ) eG +e~o‘ Pn tt+1 T
weil P, P, . =P,. Folglich gilt das risikoneu-

trale Bewertungsprinzip (4) fiir die Zerobondprei-
se, genau dann wenn der Prozess (5) der Forward-
rates erfiillt ist.

Funktionsweise eines Swaps

Abbildung A3 zeigt die Grundstruktur eines
Swaps. Hier tauschen 2 Unternehmen ihre Zins-
verpflichtungen aus. Wegen der giinstigeren Boni-
tiatseinstufung kann sich Unternehmen A zu
giinstigeren Konditionen am Kapitalmarkt ver-
schulden als Unternehmen B. Unternehmen A hat
sich auf dem Kapitalmarkt fix zu 5% verschuldet,
Unternehmen B variabel zu LIBOR + 2%.
Gleichzeitig schliessen die beiden Unternehmen
einen Swapvertrag ab, mit dem sich Unternehmen
A verpflichtet, variable Zinszahlungen in Hohe
von LIBOR + 1.25% an B zu leisten. Im Gegen-
zug zahlt B an A 5.5% fix. Aus Sicht des Un-
ternchmens A handelt es sich also um einen Re-
ceiver-Swap (es erhélt fixe Zahlungen), fiir Un-
ternehmen B ist es ein Payer-Swap (es zahlt fix).
Netto belaufen sich die Zinsverpflichtungen fiir
Unternechmen A auf LIBOR + 0.75%. Es ver-
schuldet sich also insgesamt um 25 Basispunkte
giinstiger als auf dem Kapitalmarkt. Un-
ternehmen B zahlt netto 6.25%, also um 75 Ba-
sispunkte giinstiger als auf dem Kapitalmarkt. Fiir
beide Unternehmen verbessern sich damit die
Verschuldungskonditionen.
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Folglich ist das Portfolio bestehend aus einer hal-
ben Aktie und einer Shortposition in der Call-
option risikolos (Abbildung A2). Der Wert dieses
Portfolios ergibt sich dann durch Abzinsung von
40 mit dem risikolosen Zinssatz:

Das gleiche Ergebnis wie mit dem binomialen
Bewertungsverfahren wird mit der sog. risikoneu-
tralen Bewertung[15] erzielt: Der Calloptionspreis
in der Entscheidungsperiode ergibt sich als dis-
kontierter Erwartungswert der beiden moglichen,
zukiinftigen Calloptionspreise. Dabei wird der
Erwartungswert beziiglich der ,,Wahrscheinlich-
keit“[16] T = 0.6282 gebildet:

- +( -m) _

0 005 c

(AD)

Auch auf diese Weise wird der Wert der Call-
option mit 11.95 berechnet.

Aquivalenz der Gleichungen (4) und (5)

Gleichung (5)
2-e°
e(T‘T)le,Tﬂ Pt+1,T /Pt+1 . ec + e—o
= (t-T)f, = —= 4
e t,T,T P[T/Pn 2 e—o

e’ +e°

nach Gleichung (2).

2:¢° Pg- Pt+1;r
[y -0
e +e P,

2-e7° PtT P

t+1 7
e’ +e° P

< Pt+1T =

tT

Fiir © = 0.5 ergibt sich dann:

= 2-¢° PtT ’ Pt+l
E (P P =x . = .P
z( H—LT) t,t+ e +e°° P" t,t+1
2- e—c PtT ' Pt+1 T
+(1-m)- : — P, =P
( ) ec +e—o P t,t+1 T

T

weil P ;- P, = P. Folglich gilt das risikoneu-

trale Bewertungsprinzip (4) fiir die Zerobondprei-
se, genau dann wenn der Prozess (5) der Forward-
rates erfiillt ist.

Funktionsweise eines Swaps

Abbildung A3 zeigt die Grundstruktur -eines
Swaps. Hier tauschen 2 Unternehmen ihre Zins-
verpflichtungen aus. Wegen der giinstigeren Boni-
titseinstufung kann sich Unternehmen A zu giin-
stigeren Konditionen am Kapitalmarkt verschul-
den als Unternehmen B. Unternechmen A hat sich
auf dem Kapitalmarkt fix zu 5% verschuldet, Un-
ternehmen B variabel zu LIBOR + 2%. Gleichzei-
tig schliessen die beiden Unternehmen einen
Swapvertrag ab, mit dem sich Unternehmen A
verpflichtet, variable Zinszahlungen in Hoéhe von
LIBOR + 1.25% an B zu leisten. Im Gegenzug
zahlt B an A 5.5% fix. Aus Sicht des Unterneh-
mens A handelt es sich also um einen Receiver-
Swap (es erhilt fixe Zahlungen), fiir Unternehmen
B ist es ein Payer-Swap (es zahlt fix). Netto belau-
fen sich die Zinsverpflichtungen fiir Unternehmen
A auf LIBOR + 0.75%. Es verschuldet sich also
insgesamt um 25 Basispunkte giinstiger als auf
dem Kapitalmarkt. Unternehmen B zahlt netto
6.25%, also um 75 Basispunkte giinstiger als auf
dem Kapitalmarkt. Fiir beide Unternehmen ver-
bessern sich damit die Verschuldungskonditionen.
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Abbildung A3: Grundstruktur eines Zinsswaps

Unternchmen A Unternechmen B
AAA Rating BBB Rating
Alternativen: A zahlt LIBOR + 1. 25 % | Alternativen:
\LIBORs1% an B +LIBOR +2%

*5% fix 1% fix
- B zahlt 5.5% fix verschuldet sich zu
verschuldet sich zu 5% an A 4
LIBOR+2%
Long Position: Short Position:
Receiver Swap Payer Swap

Die Bewertung eines Swaps erfolgt, indem der
Barwert der variablen Zahlungen (man spricht
vom ,,variablen Bein“ eines Swaps) mit dem Bar-
wert der fixen Zahlungen (man spricht vom ,,fixen
Bein“ eines Swaps) gleichgesetzt wird. Zwar sind
die variablen Zinszahlungen bei Vertragsabschluss
nicht prognostizierbar, aber durch Forwardge-
schiifte konnen die variablen Zahlungen gegen
Verinderungen auf dem Kapitalmarkt abgesichert
werden. Folglich bemisst sich der Barwert der va-
riablen Zahlungen an der mit der heutigen
Spotratestruktur diskontierten Forwardratestruk-
tur. Allgemein gilt fiir die Swaprate sir eine Swap-
vertrages zum Zeitpunkt t mit einer Laufzeit bis
Periode T:

T

Sfr — o tlll
;m 1+r) z 1+1,)
( L‘) (
(A ;_v__z

Barwert der fixen Barwert der variablen
Zahlungen Zahlungen

f!l Li
+1(1+I'n)

M-;

i

1t

M-—]

1t+1(1+rﬁ)

Daraus ergibt sich der Swapsatz als Durchschnitt
der Terminzinssitze, gewichtet mit den Diskont-
faktoren.
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Fussnoten

(1]

(2]
(3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

(91

[10]
(11]

[12]

Hier handelt es sich um die sog. Mean Reversion Ei-
genschaft von Zinssitzen.

Vgl. HULL (1997) S. 400-404.

Die bekannte BLACK-SCHOLES Formel wurde al-
lerdings bereits von BLACK, SCHOLES (1972) pu-
bliziert.

In der grundlegenden Arbeit von HIM (1992) wird
die Mean Reversion der Zinsstruktur allerdings nicht
explizit beriicksichtigt. HIM zeigen vielmehr, dass
der Drift der Terminzinssitze allein von einer Vola-
tilitAtsfunktion determiniert wird. Durch eine spezifi-
sche Wahl der Volatilititsfunktion lassen sich andere
Zinsstrukturmodelle als Spezialfall des HIM Modells
bestimmen (vgl. Musiela und Rutkowski 1997 Ab-
schnitt 12.3.2 oder REBONATO 1996 Abschnitt
14.3).

Auch BRACE und MUSIELA (1994) und JAMSHI- |

DIAN (1998) beschiftigen sich mit Swaptions, aller-
dings in zeitstetigen Modellen.

Neben anderen: So ist man beim Modell von HIM
bspw. nicht auf die Festlegung eines bestimmten
Zinsprozesses angewiesen. HIM (1990) zeigen, dass
ihr Modell mit den gingigsten Zinssatzprozessen
vereinbar ist.

Vgl. HIM (1991). Analytisch ist der Ubergang von
einem Ein- zu einem Zweifaktormodell relativ ein-
fach. Um es einfach zu halten, soll hier jedoch nur
das Einfaktormodell betrachtet werden.

Gleichung (5) ist eine vereinfachte Darstellung des in
HIM (1991, Gleichung 9) definierten Prozesses. Die
Arbitragefreiheit dieses Prozesses, d.h. die Aquiva-
lenz zum risikoneutralen Bewertungsprinzip in (A1)
oder (4), wird im Anhang gezeigt. Die Herleitung ist
in RUDOLF (1998) zu finden.

Hier handelt es sich um einen ,,Mean Reversion* Pro-
zess. D.h., dass bei einem iiber dem langfristigen
Durchschnitt liegenden Zinsniveau die Wahrschein-
lichkeit einer Abwirtsbewegung hoher ist, als einer
Aufwirtsbewegung. Insgesamt tendieren die Zinssiit-
ze damit gegen ihr langfristiges Mittel. So konnen
negative Zinssitze ausgeschlossen werden.

Fiir die cosh-Funktion gilt: cosh (x)= e re

HIM (1992) und HULL und WHITE (1993 b) zeigen,
welche Funktionen fiir die Volatilitit zuldssig sind,
wenn fiir den Prozess der Forwardrates die Markov-
Eigenschaft gelten soll. D.h. wenn alle Zinsverinde-
rungen von vorangegangenen Zinsverinderungen un-
abhingig sein sollen.

HIM (1992) formulieren das Modell in stetiger Zeit,
also fiir infinitisimal kleine Zeitspriinge. Hier sind
negative Forwardrates nicht méglich.

[13]
(14]

[15]

(16]

Die einperiodischen Kassazinssidtze werden in der
Literatur als ,,Shortrates* bezeichnet.

Vgl. dazu die Aussagen von HIM (1990) auf Seite
430.

Die grundlegende Arbeit zu diesem Thema stammt
von Harrison und Pliska (1981). Eine umfassende
und verstindliche Einfiihrung dazu stammt von
ZIMMERMANN (1998). Zu empfehlen ist auch der
Text von GEMAN, EL KAROUI und ROCHET
(1995).

Man spricht von einem ,dquivalenten Martingale-
mass“ oder einfach von einer ,Martingale-Wahr-
scheinlichkeit 7.
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