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Lower Partial Moments
in Mean-Varianz-Portefeuilles

1. Einleitung

,Neue Informationen bringen die Menschen viel
eher dazu, Gefahren héher, aber seltener dazu, sie
niedriger einzuschitzen“[1]. Wendet man diese
Aussage auf Finanzinvestitionen an, so erklirt sich
in Informationsgesellschaften das zunehmende
Interesse an Risikosteuerungsinstrumenten wie sie
z.B. die Portefeuille-Theorie bietet.

Die zunehmende Orientierung am Verlustrisiko
hat bereits zu ersten Anwendungen entsprechen-
der RisikomaBle gefiihrt. So bieten fiihrende
Portefeuille-Software-Hersteller wie BARRA
(London)[2] und SSI (New York) in neuerer Zeit
Software an, die als RisikomaB} die Semivarianz
verwendet.

Vor dem Hintergrund des zunehmenden Risiko-
bewuBtseins und der verstirkten Anwendung der
Portefeuilletechniken wird im folgenden versucht,
Beziechungen zwischen den klassischen Porte-
feuilles nach MARKOWITZ[3] und denen auf der
Basis anderer RisikomaBe, insbesondere in der
Form von Lower-Partial-Momente aufzuzeigen.

* Der Autor dankt einem anonymen Gutachter sowie Priv.
Doz. Dr. Franz Baur von der Universitit Augsburg fiir
wertvolle Anregungen. L. Schubert, Fachhochschule Kon-
stanz, Brauneggerstr. 55, 78462 Konstanz, Tel.: 0049 -
7531 - 206429, Fax.: 0049 - 7531 - 206427, EMail: schu-
bert@th-konstanz.de.

2. Shortfall-Risk

Um Risiken von Portefeuilles bzw. assets zu mes-
sen wird das klassische VolatilititsmaBl der Stan-
dardabweichung bzw. der Varianz verwendet.
Bereits 1952, ein paar Monate nach Veroffentli-
chung der Arbeit zum klassischen Mean-Varianz-
Portefeuille durch MARKOWITZ[4] schlug
ROY|[5] einen anderen MaBstab in der Form eines
target-shortfall-risks zur Risikomessung vor. MAR-
KOWITZ]6] selbst erschien die Betrachtung ande-
rer Risikomaf3e mathematisch unhandlich.

Will man bei der Auswahl eines Portefeuilles
eine bestimmte zu erzielende Mindestrendite
(target T € IR) die maximal mit der Wahrschein-
lichkeit o unterschritten werden soll, beriicksich-

1-tigen, so kann die durch die shortfall probability

PR<T) <o, mitO<a<l (H
ausgedriickt werden. R stellt dabei die Renditezu-
fallsvariable dar. Ist R ~ N(u,, o,) verteilt, so kann
diese wie folgt standardisiert werden, so daf} die
shortfall-probability durch

(t-p)o, <z,

(2)

mit z,: Fraktilswert der N(0,1)-Verteilung zu o

beschrieben werden kann.
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Lést man die obige Ungleichung nach p, auf, so
erhilt man

W = T—2Zy O, (3)
Mit T und o bzw. z, ist die shortfall probability

durch eine Gerade — wie in Abbildung 1 — dar-
stellbar.

Alle Portefeuilles, deren Renditeerwartungswerte
i, und Standardabweichungen o, auf der in Abbil-

dung 1 eingezeichneten Geraden liegen, besitzen
eine Wahrscheinlichkeit von o eine Rendite klei-
ner als die Mindestrendite T zu erreichen. Porte-
feuilles mit dariiber liegenden Renditeerwar-
tungswerten M, beinhalten eine entsprechend ge-
ringere Wahrscheinlichkeit die Mindestrendite zu
unterschreiten.

Fiir die Auswahl eines effizienten Portefeuilles
unter target-shortfall-Restriktionen wurden 3 Mog-
lichkeiten vorgeschlagen.

Abbildung 1: Klassische Portefeuilledarstellung mit down-side-risk-Restriktion

M
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TELSER([7] regte an, P, in Abbildung 1 auszu-
wihlen, d.h. das Portefeuille mit der hoéchsten
Rendite Y, unter Einhaltung der target-shortfall-
Restriktion; dabei ist die Mindestrendite T und die
shortfall-probability o vorgegeben:

maximiere W, mit P(R < 1) < o

KATAOKA[8] schlug vor, die Mindestrendite T
unter Einhaltung der vorgegebenen shortfall-
probability o zu maximieren:

maximiere T mit P(R < 1) < a.

Seinem Vorschlag entsprechend wiirde in Abbil-
dung 1 das Portfeuille P, ausgewihlt.

ROY[9] minimierte die shortfall—pfobability o, unter
Einhaltung der vorgegebenen Mindestrendite T:

minimiere o mit P(R < 1) <o d.h.
minimiere P(R < 1).

Nach dem ROY-Kriterium wire das in Abbildung
2 mit LPM’yp bezeichnete Portefeuille optimal.
Dieser Punkt wurde mit LPM" bezeichnet, da die
shortfall probability gleichbedeutend ist mit dem
Lower Partial Moment der Ordnung O (siehe fol-
gendes Kapitel).

Unter target-shortfall-Restriktionen stellt das
Auswahlkriterium nach TELSER das risiko-
freudigste und das von ROY das risikoscheueste
dar.

Abbildung 2: Portefeuille mit minimaler shortfall-probability: LPMyyp

i

Hmvp]
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target-shortfall

probability
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Eine Erweiterung der 3 Ansitze auf n target-
shortfall-Restriktionen

PR<t)<o; mit(i=1,..,n) und o> oy

falls T; > 7, wurde in der Literatur bislang nicht
diskutiert, obgleich sich dazu sinnvolle Anwen-
dungsbeispiele fiir die Praxis finden lassen; z.B.
eine Mindestrendite, die den Wohlstands-status-
quo garantiert und eine, die das Existenzminimum
betrifft. Denkbar wire auch eine Ergénzung der
,safty-first“-Mindestrendite (mit T, < pmve) durch
eine ,,chance*-Mindestrendite (mit T, > tmvp).

Grundsitzlich kann die Betrachtung von Shortfall-
Restriktionen einerseits als Beschrinkung der ef-

kriterium (z.B.: von TELSER, KATAOKA oder
ROY) erhdlt man das jeweils optimale Porte-
feuille.

Eine andere Art der Beschriankung der effizienten
Portefeuilles zeigt LEIBOWITZ und HENRIKS-
SONI[10]. Sie orientieren sich nicht an einer festen
Mindestrendite T, sondern an der Rendite eines
Benchmark-Portefeuilles wie z.B. eines Aktienin-
dex. Die Rendite des Index sei die Zufallsvariable
R,. Diese Rendite darf als target maximal um T,
Prozentpunkte unterschritten werden. Als target
wird nicht die Mindestrendite, sondern der Ab-
stand zur Benchmark verwendet. Die entspre-
chende shortfall-probability ist dabei

fizienten Portefeuilles im Mean-Varianz-Ansatz | P(R < (R, - T,)) < d. 4
benutzt werden. Kombiniert mit einem Auswahl-

Abbildung 3: p/a-Darstellung zur p/c-Darstellung der Abbildung 2
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Abbildung 4: Effiziente u/c-Portefeuilles und Portefeuille mit minimalem shortfall-risik z.B. aus Tabelle 1
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Andererseits wurde der Shortfall-Ansatz auch
genutzt, statt der klassischen p/c-Darstellung eine
w/o-Darstellung und eine t/o-Darstellung zu
entwickeln. Dadurch wird die target-shortfall-
probability nicht als Restriktion, sondern anstelle
der Varianz bzw. Standardabweichung als Risiko-
kriterium verwendet.

In der p/o-Darstellung wird die Targetrendite T
fixiert und die Steigung der shortfall-Restriktionen
W 2 T - z, O, fiir unterschiedliche o bzw. z,
betrachtet. Das Portefeuille mit dem minimalen o
ist in Abbildung 2 mit LPM e bezeichnet. Die
im LPM®yvp beginnenden effizienten Portefeuilles
werden p/o-efficient frontier genannt. Vergleicht
man dazu den Punkt P, mit P, in Abbildung 1, so
sicht man, daf3 beim selben Risiko o das Porte-

feuille P, eine hohere Rendite als P, erwarten 148t.
P, ist also ein p/o-ineffizientes Portefeuille.

In Abbildung 3 wurde versucht, zur p/o-
Darstellung der Abbildung 2 eine p/o-Darstellung
zu skizzieren. Die o-Werte befinden sich nun auf
der Abszisse.

BAUMOL[11] formulierte ein Effizienzkriterium,
das der p/o-Effizienz entspricht und zeigte, dal3
BAUMOL-Effizienz die Effizienz des klassischen
Portefeuilles impliziert, d.h. p/c-effizient ist.

Der Bereich zwischen Puyp und LPM yive in Ab-
bildung 2 bzw. 3 ist bei gegebenem T nicht BAU-
MOL-Effizient.

RUDOLEF[12] verwendet eine W/ o-Portefeuille-
Darstellung und zeigt, dafl die zugehorige effi-
ziente Linie einen Wendepunkt besitzt. Dies be-
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deutet — im Gegensatz zum klassischen Risikomal3
o — daBl nach dem Wendepunkt das Grenzrisiko je
zusitzlicher Renditeeinheit abnimmt. Dies wiirde
eine Empfehlung riskanterer Anlagen nahelegen.
Der Einbezug von risikolosen Anlagen durch
Ubertragung der Capital Market Line im Sinne
des CAPM von SHARPE-LINTNER-MOS-
SIN[13] fiihrt beim W/o-Portefeuille zum selben
Anlageverhalten wie bei [/G-Portefeuilles.

In der t/a-Darstellung (vgl. JAEGER/RUDOLF/
ZIMMERMANN][14]) wird zu jeder moglichen
Mindestrendite T nach dem ROY-Kriterium die
minimale shortfall-probability o0 bzw. das minimal
mogliche Risiko ermittelt. Die Mindestrendite T
darf nicht groBer als der Renditeerwartungswert
des Portefeuilles mit der minimalen Varianz Pyvp
gewihlt werden[15]. Die t/a-Kombinationen erhélt
man graphisch, indem man Tangenten an die Linie
der effizienten Portefeuilles in Abbildung 2 anlegt,
an den Ordinatenschnittpunkten das jeweilige T
abliest und aus der jeweiligen Tangentensteigung
—Z, das o ermittelt.

Die ,efficient shortfall frontier* oder ,,t/o-efficient
frontier stellt den Zusammenhang zwischen
shortfall probability oo und dem Target T, die dem
ROY-Kriterium geniigen, dar. Auf eine separate
t/a-Darstellung wird hier jedoch verzichtet.

In der Tabelle 1 sind die Covarianzen der Rendi-
ten von 3 Aktien (Deere, Caterpillar und Chase-
Manhattan) abgebildet[16]. Als Mindestrendite T
wurde 6% festgelegt. Die l/o-effizienten Porte-
feuilles wurden durch leere Punkte angedeutet.
Das nach dem ROY-Auswahl-Kriterium effiziente
Portefeuille LPM yvp ergibt sich mit p, = 11.71
und ©, = 19.16 (vgl. Abbildung 4). Die Steigung
der Geraden betrigt 0.298 = —z,; mit diesem
Fraktilswert der N(0,1)-Verteilung 146t sich die
optimale shortfall-probability o = 0.3828 ermit-
teln. Dies bedeutet, dal das Portefeuille LPM yvp
eine Rendite von . =11.71 erwarten laBt und
daBl das Unterschreiten der Mindestrendite von
6% mit einer Wahrscheinlichkeit von 38.28%
moglich ist.

3. Lower Partial Moment (LPM)

Die statistischen Momente der 1. und 2. Ordnung
spannen die klassische p/c-Portefeuilles-Darstel-
lung von MARKOWITZ[17] und SHARPE[18]
auf. In neuerer Zeit werden LPMs haufiger als
RisikomaBe fiir Portefeuilles diskutiert[19]. Die
LPMs stellen eine Ubertragung der statistischen
Momente auf Teilbereiche einer Verteilung dar.
Im Kontext von Finanzportefeuilles ist dies der
Bereich unterhalb der Mindestrendite 7.

Die Ordnung [ (I=0, 1, ..., ) des Lower Partial
Moments

LPM'(R,1) =j (t-r) £(r) dr &)

mit der Dichtefunktion f(r) der Renditezufallsva-
riablen R

driickt aus, wie stark das AusmaB der Unter-
schreitung der Mindestrendite T in das LPM ein-
geht.

Ist die Ordnung [ = 0, so wird das Ausmal} der
Unterschreitung der Mindestrendite T nicht be-
riicksichtigt. Es bleibt lediglich der durch die
Dichtefunktion f(r) gebildete Gewichtungsfaktor,
so daf} die target-shortfall-probability

LPM’(R,1) = P(R<T) (6)
resultiert.

Das LPM der Ordnung [/ = 1 wird als target-
shortfall-mean bezeichnet. Er driickt den Erwar-
tungswert der Mindestrenditeunterschreitung aus;
d.h. in den Fillen, in denen die Mindestrendite
unterschritten wird, ist der Renditeerwartungswert

T — (LPM(R,T)/LPM"(R,1)). (7)

Das LPM der Ordnung ! = 2 wird target-shortfall-
varianz oder target-semi-varianz genannt. Ersetzt
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man im LPM der Ordnung 2 den target T durch
den Renditeerwartungswert (L. so spricht man von
der sog. semi-varianz.

Auf LPM hoherer Momente lassen sich die Be-
zeichnungen der statistischen Momente iiber-
tragen, so daB} sich eine target-shortfall skew-
ness (Ordnung / = 3), eine target-shortfall-kurtosis
(Ordnung ! = 4) etc. ergibt. Bei der Ordnung [ = «
kann vom target-shortfall-maximum gesprochen
werden.

Im vorigen Kapitel wurde einerseits die Beschrin-
kung der p/c-Portefeuilles durch die target-
shortfall Restriktion in Kombination mit einem
Auswahlkriterium betrachtet und andererseits die
Moglichkeit, die shortfall-probability als Risiko-
maBstab in einer p/a-oder W/LPM’-Darstellung zu
verwenden.

Bei LPMs (jeder Ordnung) hat sich dabei das
ROY-Kriterium als Auswahlkriterium durchge-
setzt. Deshalb wird unter einem LPM-Portefeuille
dasjenige verstanden, das bei gegebener Min-
destrendite T das kleinste LPM besitzt. Um dieses
LPM-Portefeuille von den WILPM-effizienten
Portefeuilles abzuheben wird hier das LPM-
Portefeuille mit LPMyvp bezeichnet.

Die WLPM-Darstellungen lassen sich zu jeder
Ordnung analog zur Abbildung 3 bilden. Da nur
die Wahrscheinlichkeit der Unterschreitung der
Mindestrendite und nicht das AusmaB der Unter-
schreitung in das LPM" eingeht, wird es zur Erfas-
sung des Risikos als unzureichend kritisiert[20].
Dieser Mangel ist bei den LPM' (I > 0) nicht vor-
handen. Ferner bilden diese konvexe ,u/IPM-
efficient frontieres”. Fiir [ = 0 dagegen besitzt die
~WLPM-efficient frontieres einen Wendepunkt,
wie im vorherigen Kapitel bereits erwzhnt.

Die Annahmen bzgl. der Nutzenfunktionen u der
Investoren sind bei LPM allgemeiner — als beim
W o-Portefeuille — im Rahmen der ,,stochastischen
Dominanz* charakterisierbar. Die Ordnung des
LPM korrespondiert mit der Ordnung der
,,stochastischen Dominanz*[21]. LPM° ist adédquat
fiir Investoren, die den hoheren dem niedrigeren
Wohlstand vorziehen (u” > 0), LPM' entspricht
Investoren mit risikoaversen Nutzenfunktionen

(u” >0, u” < 0) und LPM* bezieht zudem Schie-
fenpriferenzen mit ein (0™> 0, u”" < 0,u””" > 0).
Die Betrachtung der LPM wird i.d.R. auf die
Ordnung / = 0, 1, 2 beschridnkt. Ohne Ordnungs-
beschrinkung gilt folgende Beziehung zwischen
WLPM-effizienten Portefeuilles und p/c-Porte-
feuilles:

Satz:

Die Renditen von n Aktien R; (i = 1, ..., n) seien
multivariat normal verteilt. Ist ein Mean-LPM/(R,t)-
Portefeuille effizient mit (/ € IN und T € IR) oder
(I =0 und T £ ), so ist es auch ein Mean-Varianz
effizientes Portefeuille.

Dabei sei das [-te ,,Lower-Partial-Moment*:

LPM' R1) = 1/270 | (e P g

Beweis: (vgl. Anhang)

Unter der Annahme normalverteilter Renditen
bieten also die WLPM-Darstellung keine weite-
ren effizienten Portefeuilles iiber die der u/o-
Darstellung hinaus. Trotzdem ermdglichen die
w/LPM-Darstellungen evtl. zusitzliche Informa-
tionen aus dem Verlauf der efficient frontier wie
es im Kapitel zum shortfall-risk angedeutet wurde.
Um die Lage der LPM'yvp und damit die der
WLPM'-effizienten Portefeuilles im p/c-Kontext
abzuschitzen wurden die LPM-Hohenlinien fiir
T=1und /=0, 1, .., 5 im p/c-Raum mit der
Computer-Algebra-Software ,,Mathematica“ dar-
gestellt (vgl. Abbildung 5). Dabei wurden der
Abszissenachse ¢ und der Ordinatenachse 1 zu-
geordnet. Von links oben nach rechts unten nimmt
dabei der Wert der Hohenlinien zu. Fiir das LPM
der Ordnung O resultieren lineare Hohenlinien, wie
bereits in Abbildung 2 dargestellt.

Die linke obere Ecke entspricht Portefeuilles, die
abgesichert sind mit einer Rendite, die groBer als T
ist. Falls eine perfekte Absicherung (¢ = 0) vor-
liegt, ist das LPM aufgrund des resultierenden
Nenners (0 = 0) problematisch zu handhaben.
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Abbildung 5: Hohenlinien der LPM-Funktion im p-6-Raum firt=1und/=0,1,2,3,4 und 5
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Jede der Hohenlinien in Abbildung 2 konnte eine
Restriktion im [/c-Raum darstellen, die wie in
Abbildung 1 die p/c-effizienten Portefeuilles ein-
schriankt. Das LPMuyp ist jeweils — entsprechend
dem ROY-Kriterium — der Beriihrpunkt der (nicht
eingezeichneten) /c-effizienten Linie und der
Hohenlinie mit dem geringsten LPM.

Die Kriimmung der Hdohenlinien 148t vermuten,
daf

l N
Wwmve =2 H+MVP 2 Umvp

mit/=0,1, ...,
und pmyve bzw. Umve: Renditeerwartungswert
der LPM'yyvp bzw. des minimalen Varianz-
punktes.

Diese vermutete Ordnung wird durch ein ab-
schliefendes Rechenbeispiel gestiitzt. Dazu wer-
den die in Tabelle 1 enthaltenen Daten verwendet.
In Abbildung 6 ist ein Ausschnitt aus Abbildung 4
zu sehen, in dem zusitzlich die LPM'wyp fiir / = 0,
1, ..., 5 eingezeichnet wurden.

Die rechts in Abbildung 6 angegebenen minimalen
LPM-Werte sind zum Teil schwer interpretierbar.
Lediglich das minimale LPM zur Ordnung O und 1
lassen sich sinnvoll deuten. LPM yvp = 0,39281
besagt, daB die Wahrscheinlichkeit eine Rendite
unter der Mindestrendite von 6% zu erreichen
0,39281 ist. LPM'yvp = 4,9218 driickt aus, daB
die Unterschreitung der Mindestrendite mit einem
Erwartungswert von 4,9218% geschieht. Falls das
Desaster der Unterschreitung also eintritt kann
eine Rendite von 6% — (4,9218% / 0,39281) =
-6,5297217% erwartet werden (vgl. (7)).
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Abbildung 6: LPM-Portefeuilles im Beispiel aus Tabelle 1
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4. Zusammenfassung

Bei normalverteilten Renditen bietet die Verwen-
dung von Risikomaflen in der Form von LPMs
keine p/LPM-effizienten Portefeuilles, die nicht
auch p/o-effizient sind. In diesem Sinne kann man
die Betrachtung von LPM als iiberfliissig bezeich-
nen. Da dagegen nicht jedes p/c-effiziente Porte-
feuille p/LPM-effizient ist, macht der Einbezug
von LPMs dann Sinn, falls ein Investor unter Risi-
ko ein MaB3 im Sinne z.B. der target-shortfall-
probability oder des target-shortfall-mean ver-
steht. Dann wire z.B. die Auswahl des MVP fiir
diesen Investor ineffizient.

Trotzdem kann der Erkenntnisgewinn durch Ein-
bezug von LPM bei normalverteilten Renditen als
sehr gering bezeichnet werden im Gegensatz zu
dem bei log-normalverteilten- oder allgemein
asymmetrisch verteilten Renditen, die hier nicht
einbezogen wurden. In diesen Fillen befinden sich
die LPM-effizienten Portefeuilles nicht — wie in
Abbildung 6 - ausschlieBlich auf der p/o-
effizienten Linie, sondern unterhalb; wie stark,
hingt von den Schiefen der Verteilungen ab. In
empirischen  Untersuchungen wurden hiufig
leichte Schiefen festgestellt. Neben der adédquaten
Risikoerfassung ermoglichen LPM als Entschei-
dungskriterien in diesen Fillen auch héhere durch-
schnittliche Renditen[22].
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Tabelle 1: Statistische Momente zu 3 Aktien und aus-
gewiihlte effiziente Portefeuilles (unten)

Covarianz | Caterpillar | Chase-M. Deere
Caterpillar | 467.13906 | 150.96359 | 281.62968
Chase-M. 150.96359 | 547.09210 | 8.2139691
Deere 281.62968 | 8.2139691 | 829.92391
Rendite Rendite
Erwartung Standardabw.
MVP: 9.3922 16.9962
9.8151 17.06162
LPM’vvp 10.00 17.13
LPM*vvp 10.07 17.16
LPM’\ve 10.19 17.23
10.2379 17.2562
LPM’yvp 10.39 17.36
10.6608 17.5757
LPM yve 10.86 17.77
11.0836 18.0135
11.5065 18.5997
LPMvve 11.71 19.16
11.9293 20.0218
12.3521 223571
12.7750 25.3547
Deere 13.1978 28.8084
Caterpillar 6.2523 21.6134
Chase-M 9.87435 23.3900
Deere 13.1978 28.8084

Anhang

Satz:

Die Renditen von n Aktien R; (i=1, .., n)
seien multivariat normalverteilt. Ist ein Mean-
LPMYR,7)-Portefeuille effizient mit (/ € IN und
1 e IR) oder (I = 0 und T < W), so ist es auch ein
Mean-Varianz effizientes Portefeuille.

Beweis zum Satz (1.Teil)

Annahme:

X ~N(u,, 6) und Y ~ N(uy, o) seien die Rendi-
ten zu Portefeville P, bzw. Py mit W, > {1y die
zugehorigen Dichten seien f(x) bzw. f(y). Zudem

sei T e IR.

Behauptung:
P, ist ein Mean- LPM-effizientes Portefeuille und

P, ineffizient bzw. LPM/(Y,7) > LPMI(X T-3)
furleIN 7 € IR und mit &, = Uy — Hy.

Beweis:
a) LPM (Y,T) > LPM (Y,T - Su):

LPMYY,t) LiBt sich durch 2 Teilintegrale aus-
driicken und mit Su > 0 resultiert

[ a-y) fydy

—o0

LPM/(Y,?) =

-8, T
- [ @y fydy + [ @y @) dyAD
Su

T

-8,

> [ (-8, -y) fy)dy

+ [ @-y fydy. (A2)
§

T—

Da | (t—y) f(y)dy>0 ergibt sichaus (A
3

=0,

und (A2)

Finanzmarkt und Portfolio Management — 10. Jahrgang 1996 — Nr.4 505




L. Schubert: Lower Partial Moments in Mean-Varianz-Portefeuilles

LPM(Y 1) = j (t-y) f(y)dy

—oo

-3,

> | (t-8,-y)'f(y) dy=LPM(Y,7-§)). (A3)

b) LPM/(Y,t - d,) = LPM'(X,7):

Substituiert man y durch
x:y+5u(<:>y:x—8u)in

LPM(Y.7-3,) =
=8, 2/,
_ 1/\/%0 J‘ (T— Su_y)l o lhy) |20 dy. (Ad)

so erhélt man mit dx/dy = 1 und den Integralgrenzen
X=T(©y=T-0,)bzw. x = —0 (&> y = —0)

=1/J2mo | (1-x) e BT gy (as)

Mit py, = p, ~§, resultiert
=1/\2nc j (T—x)e 7m0 gy

= LPM'(X,1). (A6)
Mit LPM(Y,7) > LPM'(X,t — dy) = LPM'(X,T)
besitzt Portefeuille P, das groBere Risiko und mit
der vorausgesetzten geringeren Renditeerwartung
W, ist Py im Vergleich zu P, ineffizient.

Beweis zu Satz (2.Teil)

Annahme:

X~N(\, 0,) und Y ~ N(i, Gy) seien die Renditen
zu Portefeville P, bzw. Py mit o, < o,; die zuge-
horigen Dichten seien f(x) bzw. f(y).

Behauptung:

P, ist ein Mean-LPM"effizientes Portefeuille und
P, ineffizient bzw. LPM/(Y,7) > LPM'(X,7) fiir
(leIN,te IR) oder (/I=0,T<W).

Beweis:

Anhand der Zufallsvariablen Z ~ N(U, ©) mit
konstantem [ (ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit wird u =0 gesetzt), variablem ¢ und
der Dichte f(z) wird gezeigt, daB d(LPM' (Z,1)) /
do > 0 ist.

Da die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt
sind, kann vor dem Integrieren differenziert wer-
den.

Es ergibt sich fiir d(LPM/(Z,7)) / do =

= d[1/v2n0 j (T—2)e " dz]/do =
=-1/\2nc" j (t-2z) e dz

+1/\2n6 j (T—2) e (~(242)(<2/6%) dz =
=1/\2nc’ [ j (T - 220 e *dz

(A7)

. j (t—z)e " dz].

Fiihrt man t = z/6 (< z = t6) in (7) ein, so erhilt
man mit dz/dt = ¢ und den Integralgrenzen
t=T/0(&=z2=T)bzw.t = -0 (& z = —x)

/o
N2me [ [ (t-t0) e ot
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/o

- [ @-tore P cat]. (A8)

Mit k = /0 (bzw. T = ko) vereinfacht sich (8) zu
1/v2ns’ [ j (k- t)e' e odt

—J (k-t/c'e™ odt] = (A9)

e dt

="' /\2n | j (k -ty
k .
—f -p'e atl.
Durch partielle Integration und Verwendung von
u(t) = (k — t)' t und dv(t) = te™”* ergibt sich
k

- j v(t) du(t) dt

—oo

=6 /21 {u(®)

~00

- (k—tYe ™ dt? (A10)

k
Lot (_e—tz/Z )

—oa

="' /21 {(k-t)

k

[ Hk-0T ED k=01 e ) de

k
-j (k—t)e " dt}. (Al1)
Da }im(k— ) t (—e‘t2/2 ) =0 wird (All) unter
der Beschrinkung / € IN zu

o' N2m{0-] k-0" Dt +

—oo

+ (k=0 1] (e ydt

J v a -

=o' /2 | (k-0 (=0 e dt = H(LK).
N (A12)

Unter der Beschrinkung / = O resultiert aus (Al11)
o' /2w {(-k) e ¥ -

k

[ k=01 ey de
~[ k-vf e dty

=o' [\2m {(-k) e*/? }

Anhand von H (0,k) und H(.,k) wird nun folgende
Fallunterscheidung vorgenommen:

(Dabei ist T=ko (vgl. Zeile (A8) und (A9)) und
1<0,7=0,t>0entspricht T<U, T=l, T>W)

=: H(0,k). (A13)

a)l=0,t<0bzw.T1=0bzw.T>0

Mit k = 1/c ergibt sich aus (A13)

bzw.

H(0k) =6~ /2 (/o) e />

<Qfirt>0
=0firt=0
>0firt<0.

H(0,k)
(A14)

b)leIN,T<0

Mitt <k und k = 7/6 < 0 ist t < 0. Somit ist jeder
Faktor in Zeile (A12) positiv und damit

H (Lk) > 0 fiir [ € IN mit k £ 0 bzw. (mit k = 7/0)
fiir jedes t<0 . (A15)
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¢)leIN,T>0

(A12) kann durch zwei Integrale wie folgt ausge-
driickt werden:

H(Lk)=Io"" /\2r {_j (k- (<t) e 7 dt
+]

Mit t < -k und k = ©/6 > 0 ist t < 0. Somit ist das
erste Integral in (A16) positiv. Das zweite Integral

k-t (<) e de. (A16)

k

j k-t (~t) e dt (A17)
-k
148t sich wiederum in die zwei Integrale

0 2

j k-0 (=t) e* dt+

-k

k 2

+ j (k-0 (=t) e dt (A18)

aufteilen. Ersetzt man t durch s = (—t) (< t = —s)
so ergibt sich mit ds / dt = (1) und den Integral-
grenzens=k (<= t=-k)unds=0 (= t=0)

0
| k+9tse™” (1)ds
k

+ j (k=0 (=t) e/ dt. (A19)
0

b

DaJ

a

gralgrenzen vertauscht werden.

h(x) dx = — j h(x) dx konnen die Inte-
b

Verwendet man wieder die urspriingliche Be-
zeichnung t fiir die 1. Integrationsvariable, erhilt
man

k
j k+ ) te™? dt
0

+ j k-t (=t) e dt (A20)
0

=j [+ k-0 te dt.  (A21)
0

Mit 0 <t <k bzw. k =t/6 > 0 ist jeder Faktor in

(A21) positiv. Damit ist auch das zweite Integral
in (A16) positiv, d.h.

H (k) > O fiir / € IN mit k > 0 bzw. (mit k = 1/0)
fiir jedes 1> 0. (A22)

Zusammenfassung:

Mit (Al14), (A15) und (A22) ist d(LPM' (Z,7)/
do=0fir(/eIN,Te IR)oder (I=0,T<W).

In der Annahme zum 2. Teil des Beweises wurde
fiir die Portefeuilles P, und P, 0, < o, vorausge-
setzt. Damit ist LPM'(Y,T) > LPM(X,1) bzw. P,
ein Mean-LPM -effizientes Portefeuille.

Damit ist der Satz bewiesen.
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