MATTHIAS DENZLER*

Aus der Praxis:

Die Duration kiindbarer Obligationen

1. Einleitung

Im Artikel “Aus der Praxis: Die Duration kiindba-
rer Obligationen” (Finanzmarkt und Portfolio
Management, 1993, Nr. 1) hat St. JAEGER die
Auswirkungen von vorzeitigen Riickzahlungsmog-
lichkeiten auf die Duration von Obligationen analy-
siert. Bei der Herleitung wurden zwei Vereinfa-
chungen gemacht, auf die nicht speziell hingewie-
sen wurde; diese fiihren jedoch dazu, dass v.a. fiir
Obligationen, die mit grosser Wahrscheinlichkeit
vorzeitig zuriickbezahlt werden, zu tiefe Durations
resultieren. In diesem Artikel werden die Vereinfa-
chungen aufgehoben und die entsprechenden Re-
sultate anhand eines Beispiels illustriert.

Der Aufsatz ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 2
wird versucht, eine intuitive Vorstellung iiber die
Duration kiindbarer Obligationen zu vermitteln. In
Abschnitt 3 wird der Modellansatz vorgestellt, auf
dessen Basis in den folgenden Abschnitten 4 und 5
Formeln fiir die Duration-Berechnung von Call-
Optionen und von kiindbaren Obligationen herge-
leitet werden. Die Formel fiir die Duration kiindba-
rer Obligationen wird in Abschnitt 6 analysiert, und
in Abschnitt 7 werden die Resultate graphisch dar-
gestellt.

* Der Autor dankt Martin Janssen, Beat Keller, Vera Kupper,
Cornelia Poignant-Eng und einem anonymen Gutachter fiir
die wertvollen Hinweise.

2. Intuition

Es ist hilfreich, sich zu iiberlegen, in welchem
Bereich sich die Duration einer kiindbaren Obliga-
tion iiberhaupt bewegen kann. Dazu werden zwei
Extremfille betrachtet, ndmlich einerseits eine
Obligation, die mit sehr grosser Wahrscheinlich-
keit nicht gekiindigt wird, und andererseits eine
Obligation, die mit sehr grosser Wahrscheinlich-
keit gekiindigt wird.

Falls der Preis einer ansonsten identischen, un-
kiindbaren Obligation (“bullet bond”) sehr tief ist,
lohnt sich eine vorzeitige Riickzahlung fiir den
Emittenten nicht. Die Option, als die das Kiindi-
gungsrecht aufgefasst werden kann, ist stark “out-
of-the-money” und spielt fiir die Duration der
Obligation praktisch keine Rolle. Folglich muss die
Duration des “callable bond” ungefihr der Dura-
tion des “bullet bond” entsprechen.

Falls jedoch der Preis der unkiindbaren Obligation
sehr hoch ist, kann davon ausgegangen werden,
dass die Obligation gekiindigt wird; die Option ist
stark “in-the-money”. Wichtiger ist jedoch die
Uberlegung, dass in diesem Fall die kiindbare
Obligation einer unkiindbaren Obligation entspricht,
die zum Zeitpunkt der vorzeitigen Riickzahlung
zum entsprechenden Riickzahlungspreis zuriickbe-
zahlt wird. Ist also beispielsweise eine Obligation
mit einer Restlaufzeit von 5 Jahren in 3 Jahren riick-
zahlbar und kann mit grosser Sicherheit davon
ausgegangen werden, dass dies auch geschehen
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wird, hat man es praktisch mit einem “bullet bond”
mit einer Restlaufzeit von 3 Jahren zu tun. Folglich
muss die Duration des “callable bond” ungefihr der
Duration des “bullet bond” mit der kiirzeren Rest-
laufzeit entsprechen; bei einer Kiindigungsmog-
lichkeit in 3 Jahren und einem Coupon von einigen
Prozenten also etwas weniger als 3 Jahre.

Liegt kein derartiger Extremfall vor, ist also die
Option weder sehr stark “in-the-money” noch sehr
stark “out-of-the-money”, muss die Duration ir-
gendwo dazwischen liegen, d.h. zwischen der
Duration der unkiindbaren Obligation mit der l4n-
geren Restlaufzeit und der Duration der unkiindba-
ren Obligation mit der kiirzeren Restlaufzeit. Diese
Tatsache wird im folgenden néher beleuchtet.

3. Modellansatz

Es wird der gleiche Modellansatz verwendet wie in

JAEGER (1993). Der Einfachheit halber wird je-

doch anstelle der jéhrlichen Zinsverrechnung mit

kontinuierlicher Zinsverrechnung gearbeitet, was

jedoch die Resultate nicht beeinflusst.[1] Der Preis

der unkiindbaren Obligation ist:

B=CF,-¢""+..4+CF, -e™ (1)

mit:

B Preis der Obligation

r Zinssatz (Rendite)

CF, i-ter Cash-Flow

t, Zeitpunkt des i-ten Cash-Flows, gemessen in
Jahren vom aktuellen Zeitpunkt aus

Fiir die Duration D, erhilt man:

_t,-CF,-e"+..4t -CF, -e
B

(2)

D,

Die Duration kann einerseits als mittlere Zeit in
Jahren bis zum Eintreffen der Cash-Flows (Zins-
zahlung und Riickzahlung) verstanden werden.
Gleichzeitig ist sie ein Mass fiir die Zinssensitivitit,
denn es gilt:

3)

Bei der Verwendung des Duration-Konzeptes wird
vereinfachend unterstellt, dass es fiir die betreffen-
de Obligation nur einen relevanten Zinssatz gibt. Es
wird somit von einer flachen Zinsstruktur ausge-
gangen, die sich parallel verschieben kann.

Das Kiindigungsrecht kann als Call-Option des
Schuldners auf die unkiindbare Obligation inter-
pretiert werden. Der Riickzahlungspreis, der auch
mehr als 100% betragen und damit eine Priamie
enthalten kann, entspricht dem Basispreis (Strike)
der Option. Es wird folgende Notation verwendet:

X  Riickzahlungspreis (Basispreis der Option)
t  Zeitpunkt der vorzeitigen Riickzahlung (fillt
mit dem m-ten Zinstermin zusammen)

C  Wert der Call-Option

4. Die Duration der Call-Option

Bei der Berechnung der Zinssensitivitit der Call-
Option werden gegeniiber JAEGER (1993) zwei
Aspekte zusitzlich beriicksichtigt. Erstens reagiert
der Callpreis nicht nur indirekt {iber die Preisdnde-
rung der Obligation (Wert des Basisinstrumentes)
auf eine Zinssatzidnderung, sondern auch direkt - so
wie beispielsweise auch eine Aktienoption auf den
Zinssatz reagiert -, d.h. liber die Diskontierung des
Basispreises.[2]

Zweitens muss beriicksichtigt werden, dass bei
einer Option auf eine Obligation wegen der Zins-
zahlungen dhnlich wie bei einer Option auf eine
dividendenzahlende Aktie vorgegangen werden
muss. Wiahrend bei der Aktienoption die Aktie
(resp. der Aktienkurs) abziiglich der diskontierten
Dividenden wiéhrend der Laufzeit der Option das
“Underlying” bildet, miissen entsprechend bei einer
Option auf eine Obligation die Zinszahlungen
wihrend der Laufzeit der Option (die ersten m
Zinszahlungen) in Abzug gebracht werden. Im
folgenden wird der Wert der ersten m Zinszahlun-
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gen mit B bezeichnet, wihrend B, der Wert der
Obligation ohne die ersten m Zinszahlungen ist,
d.h. ohne die Zinszahlungen bis zum Kiindigungs-
termin. Es gilt somit:

B=B, +B,
B,=CF,-¢"+.+CF, -e"™ 4)
B,=CF,, - +.+CF, -e™"

Basisinstrument der Option ist, gemiss den obigen
Ausfiihrungen, B, . Der Wert der Option ist eine (je
nach Modell moglicherweise komplizierte) Funk-
tion der bekannten Einflussgrossen (mit ¢ als Mass
fiir die Volatilitét):

C=C(B,(r), X.t,,r,0) (5)

Die Sensitivitidt der Call-Option gegeniiber Zins-
satzdanderungen lésst sich schreiben als:

dc_ac o, ac ©
dr 0B, oJr or

Fiir die Duration des Calls erhilt man:

p =_49C 1
T dr C
__8C dB, 1 dJC 1 @)
"~ OB, dr C oJr C
_ap, B_dC 1
cC oJr C

Dabei entspricht A dem Optionsdelta (im Sinne der
partiellen Ableitung des Optionswertes nach dem
Wert des Basisinstrumentes) und D, der Duration
von B

5. Die Duration der kiindbaren Obligation

Der Preis der kiindbaren Obligation, BC, setzt sich
zusammen aus dem Preis der unkiindbaren Obliga-
tion und dem Preis der (geschriebenen) Call-Op-
tion:

BC=B-C (8)

Die Zinssensitivitit, d.h. die Ableitung nach dem

Zinssatz, hiangt von den Zinssensitivititen von B
und C ab,

dBC _dB dC 9)

dr  dr dr

und die Duration lédsst sich darstellen als:

dBC 1
e85 4]

dr B_C
dB 1 dC 1
B (dr BC dr'Bc) (10)

__dB, 1 dB, 1 dC 1

—_— . _+____
dr BC dr BC dr BC

Die Duration eines Portefeuilles, in unserem Fall
der kiindbaren Obligation, kann auch als gewichte-
tes Mittel der Durations der Bestandteile geschrie-
ben werden. Auch die Duration der unkiindbaren
Obligation lasst sich auf diese Weise in die Dura-
tion ihrer Bestandteile B_und B zerlegen:

B -C
DBC:DB'EE'FDC'—é—E
:DBm'Eﬂ“*_DBn' B" _A.DBH. B" +§.€L
BC BC BC oJr BC
b B_ap, B, L

Diese Darstellung ist v.a. niitzlich, wenn mit einem
konkreten Optionenbewertungsmodell gearbeitet
wird.

A=
JB,
b, B 1L
or B,
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6. Analyse der Duration der kiindbaren Obli-
gation

6.1 Call-Option “out-of-the-money”’

Einer der beiden in Abschnitt 1 beschriebenen
Extremfille ist die sehr unwahrscheinliche Kiindi-
gung. Die Call-Option ist in diesem Fall nahezu
wertlos, und daraus folgt, dass auch die Ableitung
von C nach dem Zinssatz, dC/dr, nahe bei null liegt.
Aus Gleichung (10) erkennt man, dass somit die
Duration der kiindbaren Obligation derjenigen der
unkiindbaren nahekommt.

Die gleiche Schlussfolgerung liefert Gleichung (11),
da bei einem sehr kleinen Optionswert auch das
Deltaund die partielle Ableitung des Optionswertes
nach dem Zinssatz, dC/dr, nahe bei null liegen miis-
sen.

6.2 Call-Option ““in-the-money”’

Die Gleichungen (10) und (11) sind wenig geeig-
net, um den anderen Extremfall, nimlich den Fall
der sehr wahrscheinlichen Kiindigung, zu analysie-
ren. Eine einfach interpretierbare Gleichung ergibt
sich jedoch bei Verwendung der Put-Call-Paritit,
C=B —-X-e"™+P (12)
Dabei ist P der Wert der Put-Option mit identischen
Bedingungen wie die Call-Option. Dieser Zusam-
menhang - resp. die entsprechenden Ableitungen
nach r - kann in Gleichung (10) eingesetzt werden.
Die Duration der kiindbaren Obligation kann somit
auch wie folgt ausgedriickt werden:

dB, 1 d(X-e™) | gp 1
DBCZ——_.________.___+__.__
dr BC dr BC dr BC
_[aB, 1  dX-e™) 1 ap 1
dr BC dr BC dr BC
(13)

Es ist nun zu beachten, dass
B, +X-e™

gerade dem Wert der unkiindbaren Obligation mit
der kiirzeren Laufzeit entspricht, die in Abschnitt 2
erwihnt wurde. Diese besteht aus den Zinszahlun-
gen bis zum Kiindigungstermin und aus der Riick-
zahlung am Kiindigungstermin (Riickzahlungspreis
X). Gleichung (13) widerspiegelt die Tatsache, dass
die kiindbare Obligation auch als Portefeuille aus
einer unkiindbaren Obligation mit kiirzerer Rest-
laufzeit (d.h. die Riickzahlung erfolgt am vorzeiti-
gen Riickzahlungstermin der kiindbaren Obliga-
tion) und einem geschriebenen Put interpretiert
werden kann. Mit dem Put erwirbt sich der Emittent
das Recht, die soeben zuriickbezahlte Obligation
dem Investor sofort wieder zum gleichen Preis zu
verkaufen.

Da einem “In-the-money”-Call ein “Out-of-the-
money”’-Put entspricht und sowohl dessen Wert als
auch dessen Zinssensitivitit, dP/dr, nahe bei null
liegen, folgt aus Gleichung (13), dass die Duration
der kiindbaren Obligation mit hoher Kiindigungs-
wahrscheinlichkeit etwa derjenigen der unkiindba-
ren Obligation mit kiirzerer Restlaufzeit entspricht.

6.3 Verwendung des Black-Scholes-Modells

Gleichung (11) kann erst praktisch beniitzt werden,
wenn mit einem Optionenbewertungsmodell Werte
fiir den Callpreis, Delta etc. bestimmt werden. Im
folgenden wird das Black-Scholes-Modell verwen-
det.

Die Anwendung des Black-Scholes-Modells fiir
Optionen auf Obligationen ist mit einigen Proble-
men verbunden (vgl. z.B. HULL (1993)). Diese
beruhen v.a. darauf, dass sich die Standardabwei-
chung des Preises einer Obligation grundsitzlich
anders verhilt als diejenige einer Aktie.[3]Wihrend
bei Aktien die Unsicherheit beziiglich Aktienkurs
umso grosser ist, je weiter man in die Zukunft
blickt, besteht bei Obligationen die Gewissheit,
dass der Preis schliesslich zum Riickzahlungspreis
(in der Regel 100%) am Verfalltag konvergiert.
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Dies ist als ‘“pull-to-par’-Phidnomen bekannt; es
fiihrt dazu, dass nicht angenommen werden darf,
die Volatilitdt des Obligationenkurses sei wéihrend
der Laufzeit der Obligation konstant.

Trotzdem ergeben sich in vielen Fillen fiir prakti-
sche Zwecke geniigend exakte Optionswerte, wenn
dem “pull-to-par”-Phinomen durch die Wahl eines
geeigneten Wertes fiir die Volatilitit Rechnung
getragen wird. Der Wert fiir die Volatilitit wird aus
der Standardabweichung des Obligationenkurses
am Verfalltag der Option, die unter Beriicksichti-
gung des “pull-to-par”’-Phénomens bestimmt wird,
berechnet und in die Black-Scholes-Formel einge-
setzt. Der Wert des Calls gemiss Black-Scholes ist:
C=S8-N,+X-e"™-N, (14)
~mit den allgemein bekannten Ausdriicken fiir N,
“und N,. Fiir Delta und 9C/or gilt:

A=N,

(15)
a_C —= tm . X.e_"”' . N2
or

Dies kann in Gleichung (11) eingesetzt werden:

™ .
DBCZDBm'ﬁn"*'(l_Nl)DBn' 5, +t,,, Xe N,

BC BC BC
B B X. e
=D, - —2+(1-N)D, -—2+N,-D, ——
Bm BC ( 1) Bn BC 2 X BC
(16)

Dabeiist D, die Duration einer Zahlung in der Hohe
von X am Kiindigungstermin; sie entspricht trivia-
lerweise gerade ¢ . Die in den Unterabschnitten 4.1
und 4.2 gemachten Uberlegungen kénnen anhand
dieser Gleichung leicht verifiziert werden. Ist der
Call “in-the-money”, gehen N, und N, gegen 1; ist
der Call “out-of-the-money”, gehen N, und N,
gegen 0. Daraus folgen die oben hergeleiteten
Aussagen fiir die Duration der kiindbaren Obliga-
tion in den beiden Extremfallen.

7. Beispiel

Anhand des schon in JAEGER (1993) verwendeten
Beispiels einer kiindbaren 5 3/8 % Anleihe konnen
die Auswirkungen der Kiindigungsmoglichkeit auf
die Eigenschaften der Obligation illustriert werden.
Als Optionenbewertungsmodell kommt das Black-
Scholes-Modell zum Einsatz.[4]

Die Obligation verfillt am 6.6.1998; sie ist kiindbar
zu 101% per 6.6.1995. Das aktuelle Datum (Valuta)
sei der 15.1.1993. Abbildung 1 zeigt die Duration
der unkiindbaren Obligation mit Verfall am 6.6.1998
(Bullet 98), die Duration der unkiindbaren Obliga-
tion mit Verfall am 6.6.1995 und einem Riickzah-
lungspreis von 101% (Bullet 95) sowie die Dura-
tion der kiindbaren Obligation (Callable) in Abhén-
gigkeit vom Marktzinssatz. Man erkennt deutlich,
dass sich die Duration der kiindbaren Obligation
zwischen den Durations der beiden unkiindbaren
Obligationen bewegt und sich bei einem sehr hohen
resp. einem sehr tiefen Zinssatz der Duration der
entsprechenden unkiindbaren Obligationen anni-
hert.

Abbildung 2 zeigt die Preise der drei Obligationen
als Funktion des Marktzinssatzes. Die Preise sind
Marktpreise ohne Marchzinsen, d.h., vom berech-
neten Wert der Obligation wurden die Marchzinsen
per 15.1.93 subtrahiert. Der Preis der kiindbaren
Obligation liegt in jedem Fall unter den Preisen der
beiden anderen Obligationen, da der Investor eine
Option geschrieben hat. Bei einem sehr hohen resp.
einem sehr tiefen Zins nihert sich der Preis der
kiindbaren dem Preis einer der beiden unkiindbaren
Obligationen an. Die Differenz zwischen dem Preis
der unkiindbaren Obligation mit Verfall 1998 und
der kiindbaren Obligation entspricht dem Preis der
Call-Option. Die Differenz zwischen dem Preis der
unkiindbaren Obligation mit Verfall 1995 und der
kiindbaren Obligation entspricht dem Preis der Put-
Option, wenn die kiindbare Obligation als Porte-
feuille aus der unkiindbaren Obligation mit Verfall
1995 und einem geschriebenen Put betrachtet wird.
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Abbildung 1: Durations der drei Obligationen in Abhiingigkeit vom Marktzinssatz
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Abbildung 2: Preise der drei Obligationen in Abhiingigkeit vomm Marktzinssatz
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Fussnoten

{1] Die Macaulay Duration ist unabhingig von der Zins-
verrechnung. Wird die kontinuierliche Zinsverrech-
nung verwendet, sind Modified Duration und Macau-
lay Duration identisch.

[2] Diesen Ansatz verwenden auch BROOKS/ATTINGER
(1992).

[3] Weitere Probleme betreffen die Annahme eines kon-
stanten kurzfristigen Zinssatzes im Black-Scholes-Modell
sowie die unterstellte Lognormalverteilung der Kurse.
Der Einfluss dieser Ungenauigkeiten auf die Options-
werte ist in den meisten Fillen gering.

[4] Esmuss ein Wert fiir die Volatilitidt vorgeben werden,
unter Beriicksichtigung der unter 6.3 erwéhnten Eigen-
schaften des Obligationenpreises. In den vorliegenden
Berechnungen wurde 2% eingesetzt. Dies entspricht
einer Standardabweichung des Zinsniveaus zum Zeit-
punkt der vorzeitigen Kiindigung (d.h. in etwa 2.5
Jahren) von knapp 2 Prozentpunkten oder einer Stan-
dardabweichung der Zinsniveaudnderung von etwa 1.2
Prozentpunkten pro Jahr (ohne Beriicksichtigung einer
alifilligen “mean reversion”-Eigenschaft der Zinssit-
ze).
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